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2 个 Smarandache LCM 函数的混合均值估计

黄 炜

( 宝鸡职业技术学院 基础部，陕西 宝鸡 721013)

摘要:研究了 Smarandache LCM 函数 SL( n) 与 r 角形数函数 ur ( n) 和 vr ( n) 的混合均值问题． 利

用初等方法和解析方法，给出了 2 个有趣的渐近公式，发展了 F． Smarandache 教授在《Only
Problems，Not Solution》中涉及的相关研究工作．
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1 引言及结论

n∈N，著名的F． Smarandache LCM函数 SL( n) ［1］
定义为最小的正整数 k，使得 n整除 ［1，2，3，…，k］，

其中 ［1，2，3，…，k］表示 1，2，3，…，k 的最小公倍数． 例如 SL( n) 的前几个值是 SL( 1) = 1，SL( 2) = 2，

SL( 3) = 3，SL( 4) = 4，SL( 5) = 5，SL( 6) = 3，SL( 7) = 7，SL( 8) = 8，SL( 9) = 9，SL( 10) = 5，SL( 11)

= 11，SL( 12) = 4，SL( 13) = 13，SL( 14) = 7，SL( 15) = 5，SL( 16) = 16，…，由 SL( n) 的定义容易推出

当 n = pα11 pα22 …pαkk 是 n 的标准分解式，那么

SL( n) = max{ pα11 ，pα22 ，…，pαkk } ． ( 1)

关于 SL( n) 的性质有不少的学者进行了研究，取得了一系列有趣且十分重要的结果
［2-7］，对于任意素

数 p，SL( p) = S( p) ，其中 S( n) 为 F． Smarandache 函数，同时解决了当 n = 12 或 n = pα11 pα22 …pαrr p 时

SL( n) = S( n) ，S( n) ≠ n，其中 p ＞ pαii ，i = 1，2，3，…，r，并且还得到k∈ N + ，k ＞ 2，有

∑
n≤x

SL( n) = π
2

12·
x2
lnx +∑

k

i = 2

cix
2
i

lnk+1x
+ O x2

lnk+1( )x ．

文献［2］定义 r 边形数: 对于任意的正整数 m，称自然数( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ( r － 2) ) ( r≥ 3) 为

r 角形数，是因为这些数目的点子可以排成一个 r 边形，记为 S( m，r) ．
文献［5］同时定义了整数 n 的 r 边形数函数( 部分数列) :

上部 r 边形数部分数列: ur ( n) = min{ m + ( 1 /2) m( m － 1) ( r － 2) : n≤m + ( 1 /2) m( m － 1) ( r － 2) ，

r∈ N + ，r≥ 3} ，

下部 r 边形数部分数列: vr ( n) = max{ m + ( 1 /2) m( m － 1) ( r － 2) : n≥m + ( 1 /2) m( m － 1) ( r － 2) ，

r∈ N + ，r≥ 3} ．
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关于 SL( ur ( n) ) ，SL( vr ( n) ) 的初等性质，目前还没有人研究，本文采用文献［6］的思想，用初等和解

析方法方法，结合素数函数 π( x) 的解析性质，研究了 SL( ur ( n) ) ，SL( vr ( n) ) 的均值分布性质，并给出了

一个有趣的渐近公式，即就是证明以下结论:

定理 1 设 k 是给定正整数，x∈ R + ，x ＞ 1，有渐近公式

∑
n≤x

SL( ur ( n) ) = π2

18( r － 2) 3
( 2( r － 2) x) 3 /2

ln 2x
r －槡 2

+∑
k

i = 2

ci·( 2( r － 2) x) 3 /2

lni 2x
r －槡 2

+ O x3 /2

lnk+1( )x ， ( Ⅰ)

∑
n≤x

SL( vr ( n) ) = π2

18( r － 2) 3
( 2( r － 2) x) 3 /2

ln 2x
r －槡 2

+∑
k
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ci·( 2( r － 2) x) 3 /2

lni 2x
r －槡 2

+ O x3 /2
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其中 ci ( i = 1，2，3，…，k) 是可计算常数．
特别的当 r = 3 时，有下面的结论

推论 1 设 k 是给定正整数，x∈ R + ，x ＞ 1，有渐近公式

∑
n≤x

SL( ur ( n) ) = π2

18
( 2x) 3 /2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

ci·( 2x) 3 /2

lni 2槡 x
+ O x3 /2

lnk+1( )x ， ( Ⅲ)

∑
n≤x

SL( vr ( n) ) = π2

18
( 2x) 3 /2

ln 2槡 x
+∑

k

i = 2

ci·( 2x) 3 /2

lni 2槡 x
+ O x3 /2

lnk+1( )x ， ( Ⅳ)

其中 ci ( i = 1，2，3，…，k) 是可计算常数．

2 引理及其证明

引理 1 x∈ R + ，x≥ 1，设 π( x) = ∑
p≤n

1，由 Abel 求和公式
［8］

及素数定理，有渐近公式

π( x) = ∑
k

i = 1

ai·x
lni x

+ O x
lnk+1( )x ．

其中 ci = ( i － 1) ! ( i = 1，2，3，…，k) ．
引理 1 的证明可参阅文献［8］．

引理 2 设 p 是素数，则有∑
p≤x

p2 = 1
3 x3∑

k

i = 1

ai

lni x
+ O x3

lnk+1( )x ．

证明 由 Abel 求和公式
［8］

及引理 1，有

∑
p≤x
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x

2 /3
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3 x3∑
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1
3 x3∑
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于是完成了引理 2 的证明．
引理 3 n∈ R + ，n ＞ 1，设 S( m + 1，r) = 1 /2( ( m + 1) + m( m + 1) ( r － 2) ) ，则有渐近公式

m = 2( r － 2)槡 n
r － 2 + O( 1) ．

证明见文献［5］．

3 定理的证明

在∑
p≤x

SL( ur ( n) ) 中，n∈ R + ，n ＞ 1，当
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( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ·( r － 2) ) ≤ n≤ ( 1 /2) ( 2( m + 1) + m( m + 1) ·( r － 2) )

时，方程 ur ( n) = ( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ·( r － 2) ) 有( r － 2) m + 1 个解，分别为

( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ·( r － 2) ) ，

( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ·( r － 2) ) + 1，

( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ·( r － 2) ) + 2，

…
( 1 /2) ( 2m + m( m － 1) ·( r － 2) ) + ( r － 2) m，

即 ur ( ( 1 /2) ( 2m + m( m － 1)·( r － 2) ) + j) = ( 1 /2) ( 2m + m( m － 1)·( r － 2) ) ，j = 0，1，2，…，( r － 2) m．
由于 n≤ x，所以由引理 1 知当 v( n) = m 时，m 满足

1 ≤ m≤ ( r － 4) + ( r － 4) 2 + 8( r － 2)槡 n
2( r － 2)

，

亦即 m = 2( r － 2)槡 n
r － 2 + O( 1) ，于是注意到 SL( p) ≤ n，m∈ N + ，有

∑
n≤x

SL( ur ( n) ) = ∑
n≤x

ur( n) = m

SL( m) = ∑
m≤ 2( r－2)槡 x / ( r－2)

m·SL( m) + O( x) =

∑
m≤ 2x / ( r－2槡 )

m·SL( m) + O( x) ． ( 2)

现将区间［1， 2( r － 2)槡 x / ( r － 2) ］内的所有正整数，分成2 个集合A，B，其中A是满足那些存在素数 p，使

得 p | n，且 槡p ＞ m 的正整数 m 的集合; 而 B 是包含区间［1， 2( r － 2)槡 x / ( r － 2) ］中不属于集合 A 的那

些正整数 m 的集合; 于是利用性质( 1) ，有 ∑
m≤ 2x / ( r－2槡 )

m·SL( m) = ∑
m∈A

m·SL( m) +∑
m∈B

m·SL( m) ．

( 1) 集合 A 的情况．

∑
n∈A

m·SL( m) = ∑
m≤ 2( r－2)槡 x / ( r－2)

p| m，槡m ＜ p

m·SL( m) = ∑
mp≤ 2( r－2)槡 x / ( r－2)

m ＜ p

mp·SL( mp) =

∑
mp≤ 2( r－2)槡 x / ( r－2)

m ＜ p

mp·p = ∑
m≤ 2x / ( r－2槡 )

m ∑
m ＜ p≤ 2x / ( r－2槡 )

m

p2 ． ( 3)

由引理 2 有

∑
m ＜ p≤ 2( r－2)槡 x

m( r－2)

p2 = 1
3( r － 2) 3

( 2( r － 2) x) 3 /2

m3 ln 2x / ( r － 2槡 )
+∑

k

i = 2

bi ( 2( r － 2) x) 3 /2 lnim
m3 lni 2x / ( r － 2槡 )

+ O x3 /2

m3 lnk+1( )x ． ( 4)

其中 bi ( i = 2，3，…，k) 是可计算常数，并注意到∑
∞

i = 1

1
m2 = π2

6 ，由式( 3) 、( 4) 可以推断

∑
n∈A

m·SL( m) = 1
3( r － 2) 3

( 2( r － 2) x) 3 /2

ln 2x / ( r － 2槡 )
∑

m≤ 2n / ( r－2槡 )

1
m2 +

∑
m≤ 2n / ( r－2槡 )

∑
k

i = 2

ai·( 2( r － 2) x) 3 /2 lnim
m2 lni 2x / ( r － 2槡 )

+ O x3 /2

lnk+1( )x =

π2

18( r － 2) 3
( 2( r － 2) x) 3 /2

ln 2x / ( r － 2槡 )
+∑

k

i = 2

ci·( 2( r － 2) x) 3 /2

lni 2x / ( r － 2槡 )
+ O x3 /2

lnk+1( )x ． ( 5)

其中 c1 = 1，ci ( i = 2，3，…，k) 是可计算的常数．
( 2) 集合 B 的情况． 由式 ( 1) 及集合 B 的定义知，m ∈ B，若它的标准素因数分解式是 m =

pα11 pα22 …pαrr ，于是由式( 1) 有

∑
n∈B

m·SL( m) ≤ ∑
m≤ 2x / ( r－2槡 )
SL( m) = p，p≤槡m

mp + ∑
m≤ 2x / ( r－2槡 )
SL( m) = pα，α ＞ 1

mpα ≤

∑
m≤ 2x

r－槡 2
SL( m) = p，p≤槡m

mp + ∑
2≤α≤1

2 ln
2x
r－2

∑
p≤ 2x

r－槡 2

∑
mpα≤ 2x

r－槡 2

mp2α ≤
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∑
m≤ 2x

r－槡 2

m ∑
p≤min m， 2x

r－槡{ }2
p + ∑

2≤α≤1
2 ln

2x
r－2

∑
m≤ 2x

r－槡 2

m ∑
pα≤ 2x

r－槡 2 /m

p2α ≤

x5 /4 + xln3 2x
r － 2 ≤ x5 /4 lnx≤ x5 /4+ε ． ( 6)

由集合 A，B 的定义及式( 2) ，( 5) ，( 6) 有

∑
n≤x

SL( ur ( n) ) = ∑
m≤ 2x / ( r－2槡 )

m·SL( m) + O( x) =

∑
n∈A

m·SL( m) +∑
n∈B

m·SL( m) + O( x) =

π2

18( r － 2) 3
( 2( r － 2) x) 3 /2

ln 2x / ( r － 2槡 )
+∑

k

i = 2

ci·( 2( r － 2) x) 3 /2

lni 2x / ( r － 2槡 )
+ O x3 /2

lnk+1( )x ，

其中 c1 = 1，ci ( i = 2，3，…，k) 是可计算的常数，这就完成了定理 1( Ⅰ) 的证明．
用同样的方法可给出定理 1( Ⅱ) 的证明．

参考文献:

［1］ SMARANDACHE F． Only problems，not solutions［M］． Chicago: Xiquan Publishing House，1993．
［2］ SUBRAMAMAM KB． A generalization of triangular numbers［J］． Internat J Math Ed Sci Tech，1992，23: 790-793．
［3］ LE Maohua． An equation concerning Smarandache LCM function［J］． Notions Journal，2004，14( 2) : 186-188．
［4］ 赵院娥，关于 Smarandache LCM 函数的一类均方差问题［J］． 纯粹数学与应用数学，2008，24( 1) : 71-74．
［5］ 黄炜． 关于 r 角形数的部分数列及其均值［J］． 西南师范大学学报: 自然科学版，2010，35( 1) : 15-18．
［6］ 黄炜，赵教练． 关于 Smarandach 平方根部分数列 a2 ( n) 和 b2 ( n) ［J］． 重庆师范大学学报: 自然科学版，2010，27( 6) : 52-

54．
［7］ 黄炜． 一个包含 Smarandache 函数的复合函数的均值［J］． 科学技术与工程，2009，39( 16) : 5 432-5 434．
［8］ 潘承洞，潘承彪． 素数定理的初等证明［M］． 上海: 上海科学技术出版社，1988．

Hybrid mean value estimate for two Smarandache LCM functions

HUANG Wei

( Department of Basis，Baoji Vocational and Technical College，Baoji，Shaanxi 721013，China)

Abstract: The hybrid mean value problem involving the F． Smarandache LCM function SL( n) and the r angular
number function ur ( n) and vr ( n) is studied． By using the elementary method and analytic method，Two sharper
asymptotic formulae are given． The relevant researhc work of F． Smarandache professor in book《only Problems
Not Solution》is developed．
Key words: Smarandache LCM function; r angular number function; hybrid mean value; asymptotic formula
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