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２个Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的混合均值估计
＊

黄　炜
（宝鸡职业技术学院基础部，陕西 宝鸡７２１０１３）

　　摘　要：设ｎ是正整数，ｕｒ（ｎ）表示不 小 于ｎ的 最 小ｒ角 形 数 部 分 数 列，ｖｒ（ｎ）表 示 大 于ｎ的 最 大ｒ角 形 数 部 分 数 列，ａ
（ｎ）＝ｎ－ｕｒ（ｎ），ｂ（ｎ）＝ｖｒ（ｎ）－ｎ．研究了２个Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）和ＳＬ（ｎ）分别与ａ（ｎ）和ｂ（ｎ）的混合均值，并用解析方

法得到几个较强的渐近公式．
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公元前６００年，毕达哥拉斯学派研究整数时，发现能用正三角形、正四角形、正五角形等图形上的点表

示数，即这些数目的点子可以排成一个ｒ角形，这样就将整数与几何图形联系起来，创建了三角形数、四角

形、五角形数和六角形数等ｒ角形数．ｒ角形数可表示为［１］Ｓ（ｍ，ｒ）＝１２ ２ｍ＋ｍ
（ｍ－１）（ｒ－２（ ）） ，ｒ≥３，ｍ，

ｒ∈Ｎ＋，Ｓ（ｍ，ｒ）即为第ｍ个ｒ角形数．
定义１　 对于任意正整数ｎ，ｒ角形数上、下部数列定义如下：

ｖｒ（ｎ）＝ｍｉｎ　ｍ＋１２ｍ
（ｍ－１）（ｒ－２）：ｎ≤ｍ＋１２ｍ

（ｍ－１）（ｒ－２），ｍ，ｒ∈Ｎ＋，ｒ≥｛ ｝３ ，

ｕｒ（ｎ）＝ｍａｘ　ｍ＋１２ｍ
（ｍ－１）（ｒ－２）：ｎ≥ｍ＋１２ｍ

（ｍ－１）（ｒ－２），ｍ，ｒ∈Ｎ＋，ｒ≥｛ ｝３ ，

且ｒ角形数上、下部数列的补数数列为ａ（ｎ）＝ｎ－ｕｒ（ｎ），ｂ（ｎ）＝ｖｒ（ｎ）－ｎ．
定义２　 对于任意的正整数ｎ＞１，令ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 表示ｎ的标准分解式，则

Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｎ｜ｍ！，ｍ∈Ｎ｝，ＳＬ（ｎ）＝ｍａｘ｛ｐα１１ ，ｐα２２ ，…，ｐαｋｋ ｝，
其中Ｓ（ｎ）为著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数，ＳＬ（ｎ）为著名的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数．

已有学者研究了ｒ角形数列的补数数列性质，获得不少有趣的结果［２－８］．笔者利用初等方法及解析方

法，研究函数ａ（ｎ）和ｂ（ｎ）与２个数论函数Ｓ（ｎ）、ＳＬ（ｎ）的复合函数Ｓ（ａ（ｎ））和Ｓ（ｂ（ｎ））、ＳＬ（ａ（ｎ））和

ＳＬ（ｂ（ｎ））的均值分布．

引理１［３］　 对于任意实数ｎ＞１，设ｕｒ（ｎ）＝１２
（ｍ＋ｍ（ｍ－１）（ｒ－２）），或ｖｒ（ｎ）＝１２

（（ｍ＋１）＋ｍ（ｍ

＋１）（ｒ－２）），则有ｍ＝ ２（ｒ－２）槡 ｎ
ｒ－２ ＋Ｏ（１）．

引理２［４］　 对于任意实数ｘ＞１，有
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引理３［５］　 设ｎ∈Ｎ＋，对于任意实数ｘ＞１，有∑
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引理４［６］　 设ｎ∈Ｎ＋，对于任意实数ｘ＞１，有∑
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定理１　 设ｋ∈Ｎ＋，对于任意实数ｘ＞１，有：
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证明 　 对于任意实数ｘ＞１，令Ｍ 是最大的正整数，且

１
２
（２　Ｍ＋Ｍ（Ｍ－１）（ｒ－２））＜ｘ＜ １２

（２（Ｍ＋１）＋Ｍ（Ｍ＋１）（ｒ－２））．

由引理１可知，Ｍ＝ ２（ｒ－２）槡 ｘ
ｒ－２ ＋Ｏ（１），并注意到ｌｎ　Ｍ＝１２ｌｎ　ｘ＋Ｏ

（１）．

若ｎ取 遍 区 间 １
２
（２ｍ＋ｍ（ｍ－１）（ｒ－２）），１２

（２（ｍ＋１）＋ｍ（ｍ＋１）（ｒ－２［ ］）） ，则ａ（ｎ）取 遍 区 间

［０，（ｒ－２）ｍ］时，由ａ（０）＝０与引理２可以推断如下：
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Ｓ（ｎ）ｎε，这里ε为一固定的整数．

令Ａ（ｘ）＝∑
ｎ≤ｘ
Ｓ（ｎ），用ａｂｌｅ求和公式［２］与引理３，易得
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因Ｍ＝ ２（ｒ－２）槡 ｘ
ｒ－２ ＋Ｏ（１），且ｌｎ　Ｍ＝１２ｌｎ　ｘ＋Ｏ

（１），可得
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定理１中（ⅰ）的证明完毕．用类似的方法可给出定理１中（ⅱ）的证明．
定理２　 设ｋ∈Ｎ＋，对于任意实数ｘ＞１，有：
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用与证明定理１相同的方法并结合引理４可给出定理２的证明．
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