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２个推广的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ方程及其正整数解
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摘要：采用初等方法与解析方法，对２个含有ｎ个变量的推广的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ方程
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进行了研究，并得出其有正整数解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝１．
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文献［１］要求我们研究方程
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的正整数解问题，关于这一问题，文献 ［２－３］对其进行了研究，并给出了较好的结论：对所有的ａ∈Ｒ＼｛－１，
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本文将方程（１）推广和延伸到ｎ个变量的情形，即求方程

ｘ１ａ
１
ｘ１ ＋１ｘ１

ａｘ（ ）１ ＋ ｘ２ａ
１
ｘ２ ＋１ｘ２

ａｘ（ ）２ ＋…＋ ｘｎａ
１
ｘｎ ＋１ｘｎ

ａｘ（ ）ｎ ＝２ｎａ （２）

ｘ１ａ
１
ｘ１ ＋１ｘ１

ａｘ（ ）１ · ｘ２ａ
１
ｘ２ ＋１ｘ２

ａｘ（ ）２ ·…· ｘｎａ
１
ｘｎ ＋１ｘｎ

ａｘ（ ）ｎ ＝ （２ａ）ｎ （３）

的正整数解．
引理１［４］　 设ｎ个正数ａ１，ａ２，…，ａｎ 的算术平均数和几何平均数分别是
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引理２［４］　 如果多元函数ｚ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）在点（ｘ′１，ｘ′２，ｘ′３，…，ｘ′ｎ）处有极值，且在该

点存在ｎ个一阶偏导数，那么它在该点的偏导数为零，即ｆ′ｘ１（ｘ′１，ｘ′２，ｘ′３，…，ｘ′ｎ）＝０，ｆ′ｘ２（ｘ′１，ｘ′２，

ｘ′３，…，ｘ′ｎ）＝０，…，ｆ′ｘｎ（ｘ′１，ｘ′２，ｘ′３，…，ｘ′ｎ）＝０．
定理１　 对所有的实数ａ∈Ｒ＼｛０｝，方程（２）有且仅有一组正整数解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝１．
证 　 对实数ａ的取值进行分类讨论：
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（１°）当ａ≥１时，由引理１可推出
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１时方程（２）成立，这样就证明了对于ａ≥１，方程（２）有

且仅有一组正整数解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝１．
（２°）当０＜ａ＜１时，设函数
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ｆ′ｘ１ ＝ａ
１
ｘ１ １－ｌｎ　ａｘ（ ）１

－１ｘ２１
ａｘ１＋１ｘ１

ａｘ１ｌｎ　ａ＝ａ
１
ｘ１ １－ｌｎ　ａｘ（ ）１

＋１ｘ１
ａｘ１ ｌｎ　ａ－１ｘ（ ）１

类似可得

ｆ′ｘ２ ＝ａ
１
ｘ２ １－ｌｎ　ａｘ（ ）２

＋１ｘ２
ａｘ２ ｌｎ　ａ－１ｘ（ ）２

……

ｆ′ｘｎ ＝ａ
１
ｘｎ １－ｌｎ　ａｘ（ ）ｎ

＋１ｘｎ
ａｘｎ ｌｎ　ａ－１ｘ（ ）ｎ

分别令ｆ′ｘ１ ＝ｆ′ｘ２ ＝ … ＝ｆ′ｘｎ ＝０，得

ａ
１
ｘ１　ｌｎ　ａ－ｘ（ ）１ ＝ａｘ１ ｌｎ　ａ－

１
ｘ（ ）１

ａ
１
ｘ２　ｌｎ　ａ－ｘ（ ）２ ＝ａｘ２ ｌｎ　ａ－

１
ｘ（ ）２

……

ａ
１
ｘｎ　ｌｎ　ａ－ｘ（ ）ｎ ＝ａｘｎ ｌｎ　ａ－

１
ｘ（ ）ｎ

观察得到ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝ｋ，则（ｋ，ｋ，…，ｋ）为ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）的可能极值点．
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即ｇ（ｘ）在（０，＋∞）上是单调递减函数，故对应于同一个函数值ｇ（ｘ０），有且仅有１个ｘ０ 与之对应，从而

（ｋ，ｋ，…，ｋ）为ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）唯一的极值点．方程（２）可简化为ａ
１
ｘ（ｌｎ　ａ－ｘ）＝ａｘ　ｌｎ　ａ－１（ ）ｘ ，

则ｋ＝１，故（１，１，…，１）为函数ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）的极值点，此时极值为０．事实上，假设函数ｆ（ｘ１，
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ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ）唯一的极值点，从而方程

ｘ１ａ
１
ｘ１ ＋１ｘ１

ａｘ（ ）１ ＋ ｘ２ａ
１
ｘ２ ＋１ｘ２

ａｘ（ ）２ ＋…＋ ｘｎａ
１
ｘｎ ＋１ｘｎ

ａｘ（ ）ｎ ＝２ｎａ
有且仅有一组正整数解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝１．

３１第２期　　　　　　　　　　黄　炜：２个推广的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ方程及其正整数解



（３°）当ａ＜０时，方程（２）若要有解，则ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ 必为有理数．设ｘｉ＝ｐｉｑｉ
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类似前面的推导过程，定理１仍然成立．
综上所述，方程（２）所有正整数解为ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝１．
类似地，可得：
定理２　 对所有的实数ａ∈Ｒ＼｛０｝，方程（３）有且仅有一组正整数解ｘ１ ＝ｘ２ ＝ｘ３ ＝ … ＝ｘｎ ＝１．
注１　 显然，当ｎ＝１时，方程（２），（３）就变为方程（１）．
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