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F． Smarandache 数字和函数在特殊数列上值的计算
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摘要: 在特殊数列{N3 ( n) } 上，根据同余式 n≡0，1，2( mod 3) ，利用初等及组合的方法，引入了 F．
Smarandache 数字和函数 M( n) 的定义，研究了 M( n) 的计算问题，给出了 M( N3 ) 的一个确切的计

算公式，并解决了 Amarnath Murthy 及 Charles Ashbacher 在之前中提出的有关 M( n) 的猜想。
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The value of the F． Smarandache digit sum function
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Abstract: On the basis of the special sequence { N3 ( n) } ，the concept of the F． Smarandache digit sum function
M( n) is introduced． By the elementary and combinational methods，the computational problems of M( n) are stud-
ied． Accoding to n≡0，1，2( mod 3) ，an exact computational formula for M( N3 ) is given and a series of conjec-
tures related to M( n) are solved．
Key words: the F． Smarandache digit sum function; elementary method; combinational method; computational for-
mula

1 引言及结论

对任意正整数 n，设它的十进制表示式为

n = a0 + a110 + a210
2 + … + al10

l，

其中，0 ≤ ai ≤ 9，i = 0，1，2，…，l － 1，1≤ al ≤
9。F． Smarandache 数字和函数 M( n) ［1］ 定义为

M( n) = a0 + a1 + a2 + … + al，

即 M( n) 表示 n 的十进制中的各位数字之和。例如

M( 123) = 1 + 2 + 3 = 6，

M( 4321) = 1 + 2 + 3 + 4 = 10。
对任意正整数 k 有 M( 10k ) = 1，M( 10k － 1) = 9k，

(M 1
9 ( 10k － 1 )) = k，…。关于 M( n) 的性质，许多

学者进行了研究，获得了不少重要的结论［2－4］。例如

Ｒ． E． Kennedy及C． Cooper证明对任意正整数 k有

渐近公式

1
x∑n≤x

Mk ( n) = ( )9
2

k
lnkx + O lnk－ 1

3( )x 。

最近，李江华在一篇还未发表的文章中研究了

M( n) 函数在一些特殊数列上的计算问题，给出了

下面的结论。
对任意正整数 k，设 Ni = ( 103k+i － 1) /3，则有

计算公式

M( Ni
3 ) = 9·( 4k + i) ，
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其中 i = 0，± 1。从而解决了 Amarnath Murthy 及

Charles Ashbacher 在文献［5］中的几个猜想。对任

意正整数 n，设 N = N( n) = 1
3 ( 10n + 2) 。这一数列

是 F． Smarandache c( n) = n2n
6n 数列的具体表示形

式，有关数列 n2n 的详细定义及有关内容参阅文献

［5］。现在对数列{ N( n) } ，人们自然会问，是否存

在 N3 ( n) 的数字和的一个计算公式?

本文的主要目的就是利用初等及组合方法研究

这个问题，并给出一个确切的计算公式，即证明下面

的定理。
定理1 对任意正整数 n，设N = ( 10n + 2) /3，

则当 n = 3k + i( i = 0，1，2) 时，有计算公式

M( N3 ) = 9·( 4k + i) + 1。

2 定理 1 的证明

本节用初等及组合方法给出定理 1 的直接证

明。文中所使用的所有初等数论知识可以在文献

［6］中找到，这里不再重复。对任意正整数 n，当 n
≡ 0( mod 3) ，设 n = 3k，N = ( 103k + 2) /3，于是由

二项式展开可得

N3 = ( 1
3 ( 103k － 1) + 1) 3 =

1
27( 109k － 3·106k + 3·103k － 1) +

1
3 ( 106k － 2·103k + 1) + 103k － 1 + 1 =

1
27( 109k － 1) － 1

9 ( 106k － 103k ) +

1
3 ( 106k － 103k ) － 1

3 ( 103k － 1) + 103k =

1
27( 109k － 1) + 2

9 ( 106k － 103k ) －

1
3 ( 103k － 1) + 103k = 1

3 111…

}

111
9k

+

103k·222…

}

222
3k

－ 333…

}

333
3k

+ 1 000…

}

000
3k

=

1
3 111…

}

111
9k

+ 103k 222…

}

222
3k

+ 666…

}

666
3k

+ 1 =

{ {37 037 037… { {

       

037 037
3k－1

+ 222…

}

222
3k

666…

}

666
3k

+ 1 =

37 037037…

     

037037
3k－3

037037…

     

037037
3k

037037…

     

037037
3k

+

222…

}

222
3k

666…

}

666
3k

+ 1 =

37037037…

       

037037
3k－1

259259…

     

259259
3k

703703…

     

703703
3k

+ 1 ( 1)

上式中我们直接用到了求和式

037037…

     

037037
3k

+ 666…

}

666
3k

=

703703…

     

703703
3k

以及

037037…

     

037037
3k

+ 222…

}

222
3k

= 259259…

     

259259
3k

。
现在分 3 段来计算式( 1) 中最终十进制数的各

位数字之和。在式( 1) 中，由于末位加了一个 1，所

以最后 3k 位数字之和为( 7 + 3) ·k + 1 = 10k + 1;

其次，在式( 1) 中从第 3k + 1 项到 6k 项之间的数字

之和为( 2 + 5 + 9)·k = 16k。最后，在式( 1) 中从6k
+ 1 位到 9k － 1 位之间数字之和应为( 7 + 3) ·k =
10k。将这 3 种数字相加即可得到

M( N3 ) = 10k + 1 + 16k + 10k =
36k + 1 = 9·( 4k + 0) + 1

即当 3 | n 或者 n = 3k 时定理 1 成立。
当 n≡ 2( mod3) 或者 n = 3k － 1 时，设 N =

( 103k－1 + 2) /3，同理由二项式展开可得

N3 = ( 1
3 ( 103k－1 － 1) + 1) 3 =

1
27( 109k－3 － 3·106k－2 + 3·103k－1 － 1) +

1
3 ( 106k－2 － 2·103k－1 + 1) + 103k－1 － 1 + 1 =

1
27( 109k－3 － 1) － 1

9 ( 106k－2 － 103k－1 ) +

1
3 ( 106k－2 － 103k－1 ) － 1

3 ( 103k－1 － 1) + 103k－1 =

1
27( 109k－3 － 1) + 2

9 ( 106k－2 － 103k－1 ) －

1
3 ( 103k－1 － 1) + 103k－1 =

1
3 ·111…

}

111
9k－3

+ 103k－1·222…

}

222
3k－1

－

333…

}

333
3k－1

+ 1 000…

}

000
3k－1

= 1
3·111…

}

111
9k－3

+ 103k－1·

222…

}

222
3k－1

+ 666…

}

666
3k－1

+ 1 = { {37 037 037… { {

       

037 037
3k－2

+

222…

}

222
3k－1

666…

}

666
3k－1

+ 1 = 37 037037…

       

03703703
3k－2
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7037…
     

370370
3k－1

37037…

     

037037
3k－1

+

222…
}

222
3k－1

666…

}
666

3k－1

+ 1 =

37037037…

       

03703703
3k－2

92592592…

       

592592
3k－1

37037…

     

037037
3k－1

+ 666…
}

666
3k－1

+ 1 ( 2)

同样分 3 段来计算式( 2) 中最终十进制数的各

位数字之和。首先在式( 2) 中，显然 3 项相加后，第

3k － 1 位进上了一位1，所得之数字的最后3k － 1 位

数字之和为( 7 + 3)·( k － 1) + 1 + 3 = 10k － 6; 其

次在式( 2) 中，3 项相加后从第3k项到6k － 2 项之间

的数字，由于相加后后面进了一个 1，因此式( 2) 中

3 项相加后从第 3k 项到 6k － 2 项之间的数字之和为

( 5 + 9 + 2) ·( k － 1) + 9 + 2 + 1 = 16k － 4
最后，在式( 2) 中从6k － 1 位到9k － 4 位之间数

字之和应为( 7 + 3)·k － 7 = 10k － 7。将这3 种数字

相加即可得到

M( N3 ) = 10k － 6 + 16k － 4 + 10k － 7 =
36k － 9 = 36k － 17 = 9·( 4( k － 1) + 2) + 1。
于是证明了当 n = 3k － 1 = 3( k － 1) + 2 时定

理 1 成立。
当 n≡ 1( mod3) 或者 n = 3k + 1 时，设 N =

( 103k+1 + 2) /3，同理由二项式展开可得

N3 = ( 1
3 ( 103k+1 － 1) + 1) 3 =

1
27( 109k+3 － 3·106k+2 + 3·103k+1 － 1) +

1
3 ( 106k+2 － 2·103k+1 + 1) + 103k+1 － 1 + 1 =

1
27( 109k+3 － 1) － 1

9 ( 106k+2 － 103k+1 ) +

1
3 ( 106k+2 － 103k+1 ) － 1

3 ( 103k+1 － 1) + 103k+1 =

1
27( 109k+3 － 1) + 2

9 ( 106k+2 － 103k+1 ) －

1
3 ( 103k+1 － 1) + 103k+1 =

1
3 ·111…

}

111
9k+3

+ 103k+1·222…

}

222
3k+1

－

333…

}

333
3k+1

+ 1 000…

}

000
3k+1

=

1
3 ·111…

}

111
9k+3

+ 103k+1·

222…

}

222
3k+1

+ 666…

}

666
3k+1

+ 1 =

{ {37 037 037… { {

       

037 037
3k

+

222…

}

222
3k+1

666…

}

666
3k+1

+ 1 =

37037037…

       

370370
3k

3703703…

       

703703
3k+1

7037037…

       

037037
3k+1

+

222…

}

222
3k+1

666…

}

666
3k+1

+ 1 =

370370…

     

370370
3k

37037…

     

03703
3k+1

7037037…

       

037037
3k+1

+

222…

}

222
3k+1

666…

}

666
3k+1

+ 1 ( 3)

同样分 3 段来计算式( 3) 中最终十进制数的各位数

字之和。首先，在式( 3) 中，显然 3 项相加后所得之

数字的第 3k + 1 位数字进上了一个 1，因此，后 3k +
1 位数字之和应为( 7 + 3)·k + 3 + 1 = 10k + 4; 其

次，在式( 3) 中，3 项相加后从第3k + 2 项到6k + 2 项

之间的数字，由于相加后进上了一个 1，因此式( 3)

中 3 项相加后从第 3k + 2 项到 6k + 2 项之间的数字

之和为( 5 + 9 + 2)·k + 3 + 2 + 1 = 16k + 6。最后，

在式( 3) 中，从6k + 3 位到9k + 2 位之间数字之和应

为( 7 + 3) ·k = 10k。将这 3 种数字相加即可得到

M( N3 ) = 10k + 4 + 16k + 6 + 10k =
36k + 10 = 9·4( k + 1) + 1，

即当 n = 3k + 1 时定理成立。
结合以上 3 种情况即完成定理 1 的证明。
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