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摘要: 　设 n是正整数 ,a (n )表示 n的三次方幂补数 . 本文的主要目的是研究 a (n)和
a (n )
n
的 k次均值性质 ,

解决 F. Smarandach e教授提出的第 28个问题 ,并用解析方法给出两个有趣的渐近公式 .
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　　对任一正整数 n,显然它可唯一的表示为 n= u
3
v

2
w ,其中 u是正整数 ,v , w均为无平方

因子数 ,且 (v , w )= 1. 设 a(n )表示 n的三次方幂补数 ,即 a (n )表示使 nk成为一三次方幂的

最小正整数 k ,则 a (n )= vw
2
.

在文献 [2 ]的第 28个问题中 , F. Smarandache教授要求我们研究数例 {a (n ) }的性质 .

关于这一问题 ,本文的作者已进行初步研究 ,用初等方法得到∑
n≤ x

a (n)的渐近公式:

∑
n≤ x

a (n ) = Y( 5)Y( 9)
3Y( 2)Y( 10)

x
3C

p
1 -

1
(p + 1) (p5 + 1)

+ O x
5
2

其中 ,Y(s )是 Riem ann Zeta—函数 .

本文的主要目的是用解析方法进一步研究 k≥ 1时∑
n≤ x

a
k (n )及∑

n≤ x

a (n )
n

k

的渐近性

质 ,得到两个渐近公式 . 具体就是:

定理 1　对任意的实数 x> e及 k≥ 1,有渐近公式

∑
n≤ x

a
k (n ) = Y( 2+ 3k )Y( 3+ 6k )

( 2k + 1)Y( 2)Y( 4+ 6k )
x

2k+ 1C
p

1 - 1
( 1+ p ) ( 1+ p

2+ 3k )
+ O (x

2k+
1
2 logx )

其中 ,Y(s )是 Riem ann Zeta—函数 , C
p
表示对所有的素数 p求积 .

定理 2　对任意的实数 x> e及 k≥ 1,有渐近公式

∑
n≤ x

a(n )
n

k

=
Y( 2+ 3k )Y( 3+ 6k )

( 1+ k )Y( 2)Y( 4+ 6k ) x
1+ k
C
p

1 - 1
( 1+ p) ( 1+ p

2+ 3k
)

+ O (x
x+

1
2 logx )

其中 ,Y(s )是 Riem ann Zeta—函数 , C
p
表示对所有的素数 p求积 .

2　引理及证明
设 s= e+ it为复变量 ,Y(s )为 Riema nn Zeta—函数 . 实数 k≥ 1, p为素数 .

引理 1　设X是任意正常数 ,当e> 1+ 2k时 ,定义 A (s ) = ∑
n= 1

a
k
(n )
n
s . 则



1) A (s )在半平面 Res≥ 1+ 2k+ X有界且解析 .

2) A (s )=
Y( 3s )Y(s- 2k )
Y( 2s- 4k )

h (s ) , 其中 h (s )在半平面 Res≥ 2k+
1
2

+ X有界且解析 .

证明　 1)因为 a
k (n ) n

2k ,所以级数∑
∞

n= 1

a
k (n)
n
s 在半平面 Res≥ 2k+ 1+ X绝对一致收

敛 ,故 A (s )在 Res≥ 2k+ 1+ X有界且解析 .

2)显然 ,a (n )是积性函数 ,且对素数 p有:

a (pm ) =

p
2 , m≡ 1(mod 3) ,

p , m≡ 2(mod 3) ,

1, m≡ 0(mod 3) ,

于是 ,当e> 2k+ 1时 ,有

A (s )= ∑
∞

n= 1

a
k
(n)
n
s = C

p ∑
∞

m= 0

a
k
( p

m
)

p
ms = C

p ∑
∞

t= 0

p
2k

p
( 3t+ 1) s + ∑

∞

t= 0

p
k

p
( 3t+ 2)s + ∑

∞

t= 0

1
p

3ts

= C
p

( 1 - p
- 3s

)
- 1

( 1+ p
- (s- 2k)

+ p
- ( 2s- k )

)

= Y( 3s )C
p

( 1+ p
- (s- 2k )

) 1+
1

p
2s- k

+ p
s+ k

= Y( 3s )Y(s - 2k )
Y( 2s - 4k )

C
p

1+
1

p
2s- k + p

s+ k

显然C
p

( 1+
1

p
2s- k + p

s+ k )
在半平面 Res≥ 2k+

1
2
+ X绝对一致收敛 ,从而在此区域定义了

一个有界且解析的函数 h (s ) . 引理 1得证 .

同理可证 .

引理 2　设X是任意正整数 ,则

1) A (s+ k )在 Res≥ 1+ k+ X有界且解析 .

2) A (s+ k )=
Y( 3s+ 3k )Y(s- k )
Y( 2s- 2k ) h (s+ k ) ,其中 h (s+ k )在半平面 Res≥ k+

1
2+ X有界且

解析 .

3　定理的证明

首先给出定理 1的证明

显然 a
k
(n ) n

2k
,且当e> 2k+ 1时 ,∑

∞

n= 1

a
k
(n )
n
e =

Y( 3e)Y(e- 2k )
Y( 2e- 4k ) h (e) 1. 于是 ,对

b= 2k+ 1+
1

lo gx
, T≥ 1及半奇数 x ,根据 Perro n公式 ,有

∑
n≤ x

a
k (n ) =

1
2ci∫

b+ iT

b- iT

Y( 3s )Y(s - 2k )
Y( 2s - 4k )

h (s )
x
s

s
ds+ O

x
b

T
+ O

x
2k+ 1 logx

T

取 a= 2k+
1
2
+

1
logx

,改变积分路线 ,得

∑
n≤ x

a
k
(n) = u (x ) +

1
2ci∫

a - iT

b - i T
+∫

a+ iT

a- iT
+∫

b+ iT

a+ i T

Y( 3s )Y(s - 2k )
Y( 2s - 4k )

h (s )
x
s

s
ds+ O

x
2k+ 1 logx

T

其中 u (x )是被积函数 A (s )
x

s

s
在 s= 2k+ 1处的一阶留数 ,不难算出:
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u (x ) =
Y( 3+ 6k )h ( 2k+ 1)

( 2k + 1)Y( 2)
x

2k+ 1

其中 ,h ( 2k+ 1)= C
p

1+
1

p
2+ 3k+ p

1+ 3k =
Y( 2+ 3k )
Y( 4+ 6k )Cp

1-
1

( 1+ p ) ( 1+ p
2+ 3k )

又由引理 1知

∫
a - i T

b- iT
+∫

b+ i T

a+ iT

Y( 3s )Y(s - 2k )
Y( 2s - 4k )

h (s )
x
s

s
ds 

x
b

T
+

x
a
T

1
2

T
 

x
2k+ 1

T

∫
a+ i T

a - i T

Y( 3s )Y(s - 2k )
Y( 2s - 4k )

h (s )
x
s

s
ds ∫

T

- T
Y

1
2

+
1

logx
+ i T

x
a

T
dt

 ∫
T

- T
Y

1
2

+ iT
x
a

T
ds

 x
a
logT x

2k+
1
2 logT

从而
∑
n≤ x

a
k
(n ) =

Y( 2+ 3k )Y( 3+ 6k )
( 2k+ 1)Y( 2) ( 4+ 6k )

x
2k+ 1
C
p

1 -
1

( 1+ p ) ( 1+ p
2+ 3k

)

+ O
x

2k+ 1
logx
T

+ O ( x
2k+

1
2 logT )

取 T= x
1
2 ,即得

∑
n≤ x

a
k
(n ) =

Y( 2+ 3k )Y( 3+ 6k )
( 2k + 1)Y( 2)Y( 4+ 6k )

x
2k+ 1
C
p

1 -
1

( 1+ p ) ( 1+ p
2+ 3k

)
+ O (x

2k+
1
2 logx )

　　定理 1证毕 .

定理 2的证明

取 b= k+ 1+
1

logx
, T≥ 1, x为半奇数 . 根据 perron公式 ,有

∑
n≤ x

a(n )
n

k

=
1

2ci∫
b+ iT

b- iT
A (s+ k )

x
s

s
ds+ O

x
b

T
+ O

x
1+ k logx
T

　　取 a= k+
1
2
+ 1

logx
,改变积分路线 ,可得

∑
n≤ x

a (n )
n

k

= Res
s= k+ 1

Y( 3s+ 3k )Y(s - k )
Y( 2s - 2k ) h (s+ k )

x
s

s
+

1
2ci∫

a- iT

b - i T
+∫

a+ i T

a- i T
+∫

b+ iT

a+ i T

Y( 3s+ 3k )Y(s - k )
Y( 2s - 2k )

h (s+ k ) x
s

s
ds+ O

x
k+ 1

logx
T

容易算出:

Res
s= k+ 1

Y( 3s+ 3k )Y(s - k )
Y( 2s - 2k ) h(s+ k )

x
s

s

=
Y( 2+ 3k )

(k + 1)
Y( 3+ 6k )

Y( 2)Y( 4+ 6k )
x

k+ 1C
p

1 -
1

( 1+ p ) ( 1+ p
2+ 3k )

引理 2知:

∫
a- i T

b- iT
+∫

b+ iT

a+ i T

Y( 3s+ 3k )Y(s - k )
Y( 2s - 2k )

h (s+ k )
x
s

s
ds 

x
1+ k

T

∫
a+ iT

a- iT

Y( 3s+ 3k )Y(s - k )
Y( 2s - 2k ) h (s+ k )

x
s

s
ds x

a
logT x

k+
1
2 logT

取 T= x
1
2 ,即得
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∑
n≤ x

a (n )
n

k

=
Y( 2+ 3k )Y( 3+ 6k )

(k + 1)Y( 2)Y( 4+ 6k )x
k+ 1C

p
1 - 1

( 1+ p ) ( 1+ p
2+ 3k

)
+ O (x

k+
1
2 logx )

　　定理 2证毕 .
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A Problem of F. Smaranadche

W AN G Yang

( Depar tment o f M athematics, Na ny ang T eacher′s Co lleg e, Hena n 473061, China )

Abstract: 　 Let n be a po stiv e integ er , a( n) be th e cubic com plement o f n. The main pur po se o f

this paper is to study the proper ties of∑
n≤ x

ak ( n) and∑
n≤ x

a (n )
n

k

, and so lv e the 28-th pr oblem

g ener tated by pro fesso r o f F. Smara ndach e, and using a na ly tic me tho d giv e two interesting

asympto tic fo rmula s.

Keywords: 　 complem ent; mean v alue; asy mpto tic fo rmula
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