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Smarandache 3n 数字数列及其渐近性质

苟　素
(西安邮电学院 理学院 , 陕西 西安 710121)

摘　要:数列{an}={13 , 26 , 39 , 412 , 515 , 618 , 721 , 824 , …}称为 Sma randache 3n 数字数列 , 该数列中的每一

个数都可以分成两部分 , 使得第 2部分是第1 部分的 3 倍.利用初等方法研究了 Smarandache 3n 数字数列的渐近

性质 , 给出一个有趣的渐近公式.
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1　引言及结论

对任意正整数 n ,著名的 Smarandache 3n数字数列{an}定义为{an}={13 ,26 ,39 ,412 ,515 ,618 , 721 ,

824 , …},该数列的每一个数都可以分为两部分 , 使得第 2 部分是第 1 部分的 3 倍.例如 ,a12 =1 236 ,

a20 =2060 , a41 =41123 , a333 =333 999 , ….这一数列是著名数论专家 F.Smarandache教授在文献[ 1] 和文

献[ 2] 中提出的 ,同时他建议人们研究该数列的性质.关于这一问题 ,已引起不少学者的注意 ,并得到一些研

究成果
[ 3-5]

.在文献[ 5] 中 ,张文鹏教授猜测Smarandache 3n数字数列中可能没有完全平方数 ,虽然文献[ 5]

没有完全解决这一猜想 ,但证明了以下结论:

(a)当 n为无平方因子数时 , an 不可能是完全平方数;

(b)当 n为完全平方数时 ,an 不可能是完全平方数;

(c)如果 an 是一个完全平方数 ,那么有 n =22α1 ·32α2 ·52α3 ·112α4 ·n1 ,其中(n1 ,330)=1.

这些结论为猜想的正确性提供了重要依据 ,揭示了研究该问题的一些思路和方法 ,从另一方面显示出

Smarandache 3n数字数列的一些内在性质.关于这一数列前n项的求和问题是有意义的 ,也就是说是否存在

a1 +a2 +…+aN 的一个确切的求和公式或者渐近公式?经过简单推导和计算 ,我们可以给出一个复杂的计

算公式 ,其结果与 N的确切形式有关 ,但是形式并不理想 ,而且从中不能得到主要部分 ,即不能得到渐近公

式.于是 ,我们考虑了均值 ln a1 +lna2 +…+ln aN 的渐近性问题 ,利用初等方法及整数的进位性质证明了下

面结论.

定理 　对任意充分大的正整数 N ,有渐近公式 ∑
n≤N

ln an =2N · ln N +O(N).

2　定理的证明

首先考虑 an的结构 ,设 n为 k 位数 ,即 n =bkbk-1 …b2b1 ,其中 1 ≤bk ≤9 , 0 ≤bi ≤9(i =1 ,2 , …, k -

1).于是由乘法的进位法则可知 ,当 333…34
k-1

≤n ≤333…3
k

时 , 3n为 k 位数;当333…34
k

≤n ≤333…33
k+1

时 ,

3n为 k +1位数.由 an 的定义立刻得到an =n ·(10k +3),或 an =n·(10k+1 +3).对任意充分大的正整数

N ,显然存在正整数M ,使得

　　　　　　333…33
M

<n ≤333…33

M+1

. (1)

于是由前面的分析 ,我们有恒等式
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∏
1≤n≤N

an = ∏
3

n=1
an ·∏

33

n=4
an · …· ∏

1
3
(10M-1)

n=1
3
(10M-1-1)+1

an · ∏
N

n=1
3
(10M-1)+1

an =

N !(10 +3)3 ·(100 +3)30 · …·(10M +3)3·10
M-1

·(10M+1 +3)N-1
3(10

M-1). (2)

注意到当 x ※0时 ,有估计式 ln(1 +x)= x +O(x
2
),所以

∑
M

k=1

ln(10k +3)3·10k-1 =∑
M

k=1

3 ·10k-1 · k · ln 10 + 3
10k

+O( 1
102k
) =

　　　　∑
M

k=1
k ·10

k-1
·3 ln 10 +

9
10

M +O(1)=

　　　　 1
3
M ·10M · ln 10 - 1

27
(10M -1)·ln 10+ 9

10
M +O(1)= 1

3
M ·10M ·ln 10 +O(N). (3)

ln(10
M+1
+3)

N-1
3
(10M-1)

=(N -
1
3
(10

M
-1))· ln(10

M+1
+3)=

　　　　(N -1
3
(10M -1))·(M+1)·ln 10+O(1)=N ·M·ln 10-1

3
·M·10M ·ln 10+O(N).(4)

应用 Euler求和公式[ 6] 或定积分的性质 ,容易得到

　　　　ln(N !)= ∑
1≤n≤N

ln n =N ·ln N -N +O(1). (5)

注意到(1)式 ,不难得出估计式 10
M
<N ≤10

M+1
,或者

　　　　ln N =M · ln 10 +O(1). (6)

结合恒等式(2)及渐近公式(3)～ (6),立刻得到渐近公式

∑
n≤N

ln an = ∑
1≤n≤N

ln n +∑
M

k=1
ln(10k +3)3·10k-1 +ln(10M+1 +3)N-1

3(10
M-1)=2N ·ln N +O(N).

于是定理得证.显然 ,这个渐近公式还比较粗糙 ,是否存在更精确的渐近公式 ,还有待于进一步研究.
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The Smarandache 3n-Digital Sequence and Its Some Asymptotic Properties

GOU S u

(School o f Science , X i' an Institute of Posts and Telecommunications , X i' an 710121 , China)

Abstract:The sequences{an}={13 ,26 ,39 ,412 ,515 ,618 ,721 ,824 , …}is called the Smarandache 3n-digital se-

quence.That is , the numbers that can be partitioned into tw o groups such that the second is three times bigger than the

first.The main purpose of this paper is using the elementary method to study the asymptotic properties of the Smaran-

dache 3n-digital sequence , and give an interesting asymptotic formula.
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