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摘要: 研究了 Smarandache Ceil 函数的均值性质，并利用初等方法得到了该函数关于 k 次方幂数列均值的几个渐近

公式．
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Ｒeseach on the Mean Value of Smarandache Ceil Function
XU Jun － bao

( School of Mathematics and Physics，Lanzhou Jiao Tong University，Lanzhou 730070，China)

Abstract: The mean value properties of the Smarandache Ceil function were studied，and several asymp-
totic formulas of this function was given by using the elementary and analytic methods． This shows that
there exists better value distribution properties for the Smarandache Ceil function in some special se-
quences．
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1 引言及有关定理

对于任意整数 n 及给定的正整数 k，n 的 k 次方上下部分数列定义如下:

ak ( n) = min mk mk ≥ n，m∈ N{ }+ ，bk ( n) = max mk mk ≤ n，m∈ N{ }+ ，

其中 k∈N + ，称 ak ( n) 表示不小于 n 的最小 k 次方部分数列，亦称为上部 k 次方部分数列，称 bk ( n) 表示不超

过 n 的最大 k 次方部分数列，亦成为下部 k 次方部分数列，当 k = 3 时这个数列的前几项为:

a3 ( 1) = 1，a3 ( 2) = 8，a3 ( 3) = 8，a3 ( 4) = 8，a3 ( 5) = 8，a3 ( 6) = 8，a3 ( 7) = 8，a3 ( 8) = 8，a3 ( 9) = 27，…，

b3 ( 1) = 1，b3 ( 2) = 1，b3 ( 3) = 1，b3 ( 4) = 1，b3 ( 5) = 1，b3 ( 6) = 1，b3 ( 7) = 1，b3 ( 8) = 8，b3 ( 9) = 8，…．

对给定的正整数 n，k，且 k≥2 著名 Smarandache Ceil 函数 Sk ( )n 定义为最小的正整数 x，使得 n xk，即:

Sk ( n) = min x: x∈N + ，n x{ }k ．

例如 Sk ( )2 = 2，Sk ( )3 = 3，Sk ( )4 = 2，…在 F． Smarandache［1］的建议下，不少学者对 ak ( n) 、bk ( n) 和Sk ( )n

的算术性质进行了研究［2 － 3］． 令:

Dk ( )n =
ak ( 1) + ak ( 2) + ak ( 3) + … + ak ( n[ ])

n =

n

i = 1
ak ( n)

n

Ik ( )n =
bk ( 1) + bk ( 2) + bk ( 3) + … + bk ( n[ ])

n =

n

i = 1
bk ( n)

n

Kk ( )n = n ak ( 1) + ak ( 2) + ak ( 3) + … + ak ( n槡 ) = 
n

i = 1
ak ( n( ))

1
n

Lk ( )n = n bk ( 1) + bk ( 2) + bk ( 3) + … + bk ( n槡 ) = 
n

i = 1
bk ( n( ))

1
n

本文主要利用解析方法研究 Sk ( )n 分别对于数列 ak ( n) 及 bk ( n) 的均值性质，同时研究了极限:
Dk ( )n
Ik ( )n ，
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Kk ( )n
Lk ( )n ，Dk ( )n － Ik ( )( )n ，Kk ( )n － Lk ( )( )n 的渐近性，

并得到了以下结论．
定理 1 对任意 x ＞ 2，渐近公式:


n≤x

Sk ak ( n( )) = x2
2 + O x

2k－1
( )k ，

n≤x
Sk bk ( n( )) = x2

2 + O x
2k－1

( )k ．

定理 2 对一任意正整数 n，有渐近式及极限式:

Dk ( )n
Kk ( )n

= 1 + O n－ 1
( )k ，lim

n→"

Dk ( )n
Kk ( )n

= 1．

定理 3 对一任意正整数 n，有渐近式及极限式:

Ik ( )n
Lk ( )n

= 1 + O n－ 1
( )kn ，lim

n→"

Ik ( )n
Lk ( )n

= 1，lim
n→"

Ik ( )n － Lk ( )( )n = 0．

定理 4 对一任意正整数 n，有渐近式及极限式:

Dk ( )n － Ik ( )n = k2
2kn

k－1
k + O( )1 ，lim

n→"

Dk ( )n － Ik ( )n
n

k－1
k

= k2
2k，lim

n→"
Dk ( )n － Ik ( )( )n

1
n = 1．

2 定理的证明

这节用初等方法及 Euler 求和公式［5］给出定理的证明． 对任意实数: x ＞ 2，显然存唯一的正整数 M、满

足: Mk ＜ x≤ M( )+ 1 k，其中 k∈N + ． M = O x
1

( )k ，于是有:


n≤x

Sk ak ( n( )) = 
0k ＜ n≤1k

Sk ak ( n( )) + 
1k ＜ n≤2k

Sk ak ( n( )) + … + 
M－( )1 k≤n ＜ Mk

Sk ak ( n( )) + 
Mk≤n ＜ x

Sk ak ( n( )) =


r≤M


( r－1) k ＜ n≤rk

Sk ak ( n( )) + 
Mk ＜ n≤x

Sk M +( )1( )k =


r≤M

r +( )1 k － r( )k Sk r( )k + [ ]x － M( )k Sk M +( )1( )k =


r≤M

C1
k·rk－1 + C2

k·rk－2 + … + Ci
kr

k－i + … + Ck－1
k r +( )1 Sk r( )k + [ ]x － M( )k Sk M +( )1( )k

由于 Sk ( )n ≤n，从而 Sk r( )k ≤rk，其中[ ]x 表示不超过 x 的最大整数． 显然:

[ ]x － M( )k M +( )1 k # M +( )1 k － M( )k M +( )1 k =

C1
kM

2k－1 + C2
k + C1

k·C1( )
k M2k－2 + C3

k + 2C1
k·C2( )

k M2k－3 + … + Ck－1
k ·Ck－1

k + 2Ck－1( )
k M2 + 2Ck－1

k M + 1

注意到 M = O k
槡( )x ，所以:


n≤x

Sk ak( n( )) = 1
2 M2k －

C2
k + C1

k·C1
k

2k － 1 M2k－1 +
C3

k + 2C1
k·C2

k

2k － 2 M2k－2 +… + kM2 － M + [ ]x － Mk －( )1 M +( )1 k =

1
2 M2k + k －

C2
k + C1

k·C1
k

2k －( )1
M2k－1 + … + k + Ck－1

k ·Ck－1
k + 2Ck－1( )

k M2 + 2k －( )1 M + 1 = x2
2 + O x

2k－1
( )k

同理，对任意实数: x ＞ 2，显然存唯一的正整数 M、满足: Mk ＜ x≤ M( )+ 1 k，其中 k∈N + ，M = O x
1

( )k ，注意到

Sk ( )n ≤n，及 Sk r( )k ≤rk 于是有:


n≤x

Sk bk ( n( )) = 
0k≤n ＜ 1k

Sk bk ( 1( )) + 
1k≤n ＜ 2k

Sk bk ( 2( )) + … + 
M－( )1 k≤n ＜ Mk

Sk bk ( n( )) + 
Mk≤n ＜ x

Sk bk ( n( )) =


r≤M


( r－1) 3≤n ＜ r3

Sk bk ( n( )) + 
M3≤n ＜ x

Sk M +( )1( )k =


r≤M

rk － r －( )1( )k Sk r －( )1( )k + [ ]x － Mk +( )1 Sk M( )k =


r≤M

C1
k r

2k－1 － C2
k + C1

k·C1( )
k r2k－2 + C3

k + 2C1
k·C2( )

k r2k－3 － … + 2Ck－1
k r －( )1 + [ ]x － Mk +( )1 Mk =

1
2 M2k －

C2
k + C1

k·C1
k

2k － 1 M2k－1 +
C3

k + 2C1
k·C2

k

2k － 2 M2k－2 + … + kM2 + M + [ ]x － Mk +( )1 Mk

其中[ ]x 表示不超过 x 的最大整数． 显然:

[ ]x － Mk +( )1 Mk ≤ M +( )1 k － Mk +( )1 Mk =

C1
kM

2k－1 + C2
kM

2k－2 + C3
kM

2k－3 + … + Ck－2
k Mk+2 + Ck+1

k Mk+1 + 2Mk
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注意到 M = O k
槡( )x ，所以:


n≤x

Sk bk( n( )) = 1
2 M2k －

C2
k + C1

k·C1
k

2k － 1 M2k－1 +
C3

k + 2C1
k·C2

k

2k － 2 M2k－2 +… + kM2 － M + [ ]x － Mk －( )1 M +( )1 k =

1
2 M2k + k －

C2
k + C1

k·C1
k

2k －( )1
M2k－1 +… + k + Ck－1

k ·Ck－1
k + 2Ck－1( )

k M2 + 2k －( )1 M + 1 = x2
2 + O x

2k－1
( )k

故有
n≤x

Sk bk ( n( )) = x2
2 + O x

2k － 1
( )k ． 定理 1 证毕．

在定理 1 中，取 x = n，则:

Dk ( )n =

n

i = 1
Sk ak ( n( ))

n = 1
n

n2

2 + O n
2k－1

( )( )k = n
2 + O n

k－1
( )k

Ik ( )n =

n

i = 1
Sk bk ( n( ))

n = 1
n

n2

2 + O n
2k－1

( )( )k = n
2 + O n

k－1
( )k

Kk ( )n = 
n

i = 1
Sk ak ( n( )( ))

1
n = n2

2 + O n
2k－1

( )( )k

1
n

Lk ( )n = 
n

i = 1
Sk bk ( n( )( ))

1
n = n2

2 + O n
2k－1

( )( )k

1
n

立刻得到:

Dk ( )n
Ik ( )n

=

n
2 + O n

k－1
( )k

n
2 + O n

k－1
( )k

= 1 + O n－ 1
( )k ，

Kk ( )n
Lk ( )n

=

n2

2 + O n
2k－1

( )( )k

1
n

n2

2 + O n
2k－1

( )( )k

1
n
= 1 + O n－ 1

( )( )k
1
n = 1 + O n－ 1

( )kn

因此有lim
n→"

Sk ( )n
Ik ( )n = 1，lim

n→"

Kk ( )n
Lk ( )n = 1，

此外，注意到lim
n→"

Kk ( )n = 1，lim
n→"

Lk ( )n = 1，因此:

lim
n→"

Kk ( )n － Lk ( )( )n = 0

即得定理 2、3 的结论．

Dk ( )n = 1
n

n

i = 1
Sk ak ( n( )) = 1

n r≤n
Sk ak ( n( )) = 1

n r≤M
rk － r －( )1( )k Sk r( )k + 1

n n － Mk －( )1 Sk M +( )1( )k =

1
n r≤M

C1
k·r2k－1 － C2

k·r2k－2 + C3
k·r2k－3 +… + Ci

k ( － 1) i+1r2k－i +… + Ck－1
k ( － 1) krk+1 + ( － 1) k+1r( )k +

1
n n － Mk －( )1 M +( )1 k = 1

n
1
2 M2k －

C2
k

2k － 1M
2k－1 +

C3
k

2k － 2M
2k－2 + … +

Ci
k·( － 1) i +1

2k － i + 1 M2k－i+( 1

+ … + ( － 1) k+1

k + 1 Mk+ )1 + 1
n n － M( )k M +( )1 k

Ik ( )n = 1
n

n

i = 1
Sk br ( n( )) = 1

n r≤n
Sk bk ( n( )) = 1

n r≤M
rk － r －( )1( )k r －( )1 k + 1

n n － Mk +( )1 Mk =

1
n r≤M

C1
k r

2k－1 － C2
k + C1

k·C1( )
k r2k－2 + C3

k + 2C1
k·C2( )

k r2k－3 － … + 2Ck－1
k r －( )1 +

1
n n － Mk +( )1 Mk = 1

n
1
2 M2k －

C2
k + C1

k·C1
k

2k － 1 M2k－1 +
C3

k + 2C1
k·C2

k

2k － 2 M2k－2 + … + kM2( )+ M +

1
n n － Mk +( )1 Mk
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注意到 M = O x
1

( )k = n
1
k + O( )1 从而:

Sk ( )n － Ik ( )n = k2
n 2k －( )1

M2k－1 + O 1
n M2k－( )2 = k2

2k － 1M
k－1 + O Mk－( )2 = k2

2k － 1n
k－1
k + O n1－ 2

( )k

立刻得到推论 3: lim
n→"

Sk ( )n － Ik ( )n

n
k － 1
k

= k2
2k － 1，lim

n→"
Sk ( )n － Ik ( )( )n

1
n = 1．

即得定理 4 的结论．
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