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Smarandache LCM 函数与其
对偶函数的混合均值

闫晓霞

(汉中职业技术学院 , 陕西 汉中 723000)

摘　要:研究 Smarandache LCM 函数 S L(n)与其对偶函数的混合均值问题 , 并利用初等方法和组合方法给

出一个有趣的混合均值公式.结果显示 , S L(n)函数的值与其对偶函数的值几乎处处不同.
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0　引言

对任意正整数n ,著名的 Smarandache LCM 函数SL(n)定义为最小的正整数 k ,使得 n [ 1 ,2 , …, k] ,这

里 [ 1 ,2 , … , k] 表示1 , 2 , … , k 的最小公倍数.例如SL(6)=3 ,SL(10)=5 ,SL(12)=4 ,SL(20)=5 , ….特

别当 n的标准分解式为n =p
α
11 p
α
22 …pαkk 时 ,不难验证

　　　　SL(n)=max{p
α
1

1 , p
α
2

2 , …, p
α
k
k }.

关于这个函数的性质 ,许多学者进行了研究 ,并取得不少重要的结果[ 1-7] .文献 [ 2] 研究了SL(n)的值分

布问题 ,证明了渐近公式:

　　　　∑
n≤x

(SL(n)-P(n))2 = 2
5
ζ(5

2
)x

5
2

ln x
+O x

5
2

ln2 x
,

其中 P(n)表示 n的最大素因子.

LeM aohua[ 4] 讨论方程SL(n)=S(n)的可解性(其中S(n)为Smarandache函数),证明了任何满足该方

程的正整数可表示为n =12或 n =p
α
11 p
α
22 …pαrr p ,其中 p1 , p2 , p r , p是不同的素数且α1 , α2 , αr 是满足p >p

α
ii

(i =1 , 2 , … , r)的正整数.

文献 [ 5] 研究了均方值(SL(n)-Ψ(n))2 的渐近性质 ,给出渐近公式

　　　　∑
n≤x

(SL(n)-Ψ(n))2 = 4
5
ζ(5

4
) x

5
2

ln x
+∑

k

i=2

cix
5
2

ln
i
x
+O x

5
2

ln
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x
,

其中:ζ(n)为 Riemann Zeta-函数;ci 为可计算的常数;Ψ(n)为可加函数 ,定义为:Ψ(n)=∑
k

j =1
αjp j ,如果

n的标准分解式为n =p
α
11 p
α
22 …p

α
kk .

1　结论

定义函数 SL(n)的对偶函数SL(n)如下:

　　　　SL(n)=min{p
α
1

1 , p
α
2
2 , … , p

α
k
k }.

这个函数的前几项为 SL(1)=1 ,SL(6)=2 ,SL(12)=3 ,SL(20)=4 , …关于这一函数的初等性质 ,我们

知道的甚少 ,甚至不知道它的均值分布性质.本文的目的是利用初等方法和组合方法研究其混合均值
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　　　　　　∑
n≤x

S L(n)
SL(n)

(1)

的渐近性质.关于这一问题目前似乎还没有人研究 ,然而这一问题是有意义的 ,因为(1)式的渐近性反映了

这两个函数值分布的规律.如果渐近公式 ∑
n≤x

SL(n)
SL(n)

～ x
ln x
成立 ,那么就可以断定函数 SL(n)与 SL(n)的

比值几乎与素数定理相同.本文针对这一问题进行了研究 ,并证明了下面的结论.

定理 　对任意实数 x >1 ,有渐近公式

　　　　　　∑
n≤x

S L(n)
SL(n)

=
x

ln x
+O

x(ln ln x)2

ln2 x
.

显然 ,定理中的误差项是非常弱的 ,也就是说误差项与主项仅差一个(ln ln x)2

ln x
因子 ,而是否存在一个较强的

渐近公式也是一个有趣的问题.

2　定理的证明

将所有小于或等于 x 的正整数 n分为 3种情况讨论:A ={n:ω(n)=1 , n ≤ x};B ={n:ω(n)=2 ,n

≤ x};C ={n:ω(n)≥3 ,n ≤ x},其中 ω(n)表示 n的所有不同素因子的个数.下面分别估计函数
SL(n)
SL(n)

在

这 3个集合上的均值.注意到素数定理[ 8]

　　　　　　π(x)= ∑
p≤x

1 = x
ln x
+O( x

ln
2
x
),

有

∑
n∈A

SL(n)
SL(n)

= ∑
pα≤x

SL(p
α
)

SL(p
α
)
=∑

p≤x

S L(p)
SL(p)

+∑
pα≤x
α≥2

SL(p
α
)

SL(p
α
)
=

∑
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1 +∑
p
α≤x
α≥2

1 =
x

ln x
+O(

x
ln2 x
)+O(∑

2≤α≤ln x
∑

p≤x
1/α
1)=

x
ln x
+O(

x
ln2 x
). (2)

现在估计主要误差项.当 n ∈ B 时 ,有 n =p
α
q
β(p ,q为不同的素数).不妨设 p

α<q
β ,注意到渐近公式[ 9]

　　　　　　∑
p≤x

1
p
=ln ln x +c1 +O(1

ln x
),

有

∑
n∈B

SL(n)
SL(n)
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α
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ln p

+O(x ln ln x
ln2 x

) 

∑
x

ln x
<p≤ x

p ln
ln x -1

2
ln x +ln ln x

1
2
ln x -ln ln x

+x ln ln x
ln2 x

 

∑
x
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p ln 1+
4 ln ln x

ln x -2 ln ln x
+

x ln ln x
ln2 x
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∑
x

ln x
<p≤ x

p ln ln x
ln x -2 ln ln x

+ x ln ln x
ln2 x

 x ln ln x
ln2 x

. (3)

当 n ∈ C时 ,以 ω(n)=3为例 ,不妨设 n =p
α
1 p
β
2 p
γ
3 且 p

α
1 <p

β
2 <p

γ
3 .于是 ,由(3)式的估计方法有
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β
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3
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1
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1
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1/3
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1
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∑
p
1
≤x1/3

xp1

ln x
ln ln x  

x ln ln x
ln2 x

. (4)

注意到正整数 n的所有不同素因子的个数ω(n) ln ln n ,于是反复应用(4)式 ,不难推出估计式

　　∑
n∈C

S L(n)
SL(n)

= ∑
n≤x

3≤ω(n)≤ln ln x

SL(n)
SL(n)

= ∑
3≤k≤ln ln x

∑
n≤x
ω(n)=k

S L(n)
SL(n)

 x(ln ln x)2

ln
2
x

. (5)

结合(2),(3),(5)式 ,我们推出估计式

　　　　　　　　　∑
n≤x

SL(n)
SL(n)

= x
ln x

+O x(ln ln x)2

ln2 x
.

于是完成了定理的证明.
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Hybrid Mean Value P roblem of the Smarandache

LCM Function and Its Dual Function

YAN Xiao-xia

(Hanzhong Vocational and Technical College , H anzhong 723000 , Shaanx i , China)

Abstract:In this paper , a hybrid mean value problem invo lving the Smarandache LCM function SL(n)

and its dual function w ere studied , and an interesting hybrid mean value formula w as given by using the

elementary and combination methods.This show s that the value of S L(n)are almost not equal to it s dual

function.

Key words:Smarandache LCM funct ion;dual funct ion;hybrid mean value;asympto tic fo rmula
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