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SmarandacheLCM的对偶函数与
最小素因子函数的均方值
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摘要:研究了 SmarandacheLCM函数的对偶函数与最小素因子函数的均方值分布问题.利用初等

及解析方法给出一个有趣的均值公式 ,从而推出这两个函数的值几乎处处相同.
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1　引言及结论

 n∈ N+,著名的 SmarandacheLCM函数 SL(n)定义为最小的正整数 k,使得 n [ 1, 2, …, k] , 这里

[ 1, 2, … , k] 表示 1, 2, … , k的最小公倍数.例如 SL(6)=3, SL(10)=5, SL(12)=4, SL(20)=5, ….

特别当 n的标准分解式为 n=p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
k
k时 ,不难验证

SL(n)=max{p
α1
1 , p

α2
2 , …, p

αk
k}.

关于这个函数的性质 ,许多学者进行了研究 ,并取得了不少重要的结果
[ 1-6]
.文献 [ 4] 研究了 SL(n)

的均值性质 ,给出了渐近公式

∑
n≤x
SL(n)=

π
2

12
·
x
2

lnx
+∑

k

i=2

bi·x
2

ln
i
x
+O x

2

ln
k+1
x
,

其中 　bi　(i=1, 2, 3, …, k)是可计算的常数.

文献 [ 5]研究了均方值(SL(n)-Ψ(n))
2
的渐近性质 ,给出了渐近公式

∑
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(SL(n)-Ψ(n))
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其中 　ζ(n)为 RiemannZeta-函数 , ci为可计算的常数 , Ψ(n)为可加函数定义为 Ψ=∑
k

j=1
αjpj,如果 n的标

准分解式为 p
α1
1 p
α2
2 …p

αk
k.

本文定义函数 SL(n)的对偶函数SL(n)为

SL(n)=min{p
α
1

1 , p
α
2

2 , … , p
α
k
k},
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其中 p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k为 n的标准分解式.这个函数的前几项为SL(1)=1, SL(6)=2 , SL(12)=3, SL(20)=

4, ….关于这一函数的初等性质 ,至今知道的甚少 ,甚至不知道它的均值分布性质 !

本文利用初等及解析方法研究均方值

∑
n≤x
(SL(n)-p(n))

2
(1)

的渐近性质 ,其中 p(n)表示 n的最小素因子.例如 p(20)=2, p(21)=3.关于式(1)的均值性质 ,至今似

乎没有人研究.然而这一问题是有意义的 ,因为式(1)的渐近性反映了这两个函数值分布的规律性.本文

针对这一问题进行了研究 ,并给出了一个有趣的均值公式.具体地说也就是证明了下面的结论.

定理 1　设 k为给定的正整数 ,那么  x∈ R,且 x>1 ,有渐近公式

∑
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(SL(n)-p(n))
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其中 　ci　(i=1, 2, …, k)是可计算的常数且 c1 =4 /5.

显然定理 1中的误差项是非常弱的 ,也就是说误差项与主项仅差一个 1/lnx因子 ,是否存在式(1)的

一个较强的渐近公式也是一个有趣的问题.建议有兴趣的读者进一步研究.

2　定理 1的证明

将所有小于或等于 x的正整数 n分为以下 2个集合讨论:A={n:ω(n)=1, n≤x};B={n:ω(n)

≥ 2, n≤x},其中 ω(n)表示 n的所有不同素因子的个数.现在分别估计函数(SL(n)-p(n))
2
在这 2个

集合上的均值.注意到  k∈ N+,由文献 [ 8] 中定理 3.2可得
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n≤x

1 =∑
k

i=1

ai· x

ln
i
x
+O

x
ln
k+1
x
,

其中 　ai为可计算的常数且 a1 =1,于是应用 Abel求和公式
[ 9]
可得

∑
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其中　ci　(i=1, 2, …, k)为可计算的常数且 c1 =4 /5.

于是应用式(2)有
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现在估计主要误差项.当 n∈ B时 ,由于 ω(n)≥2 ,设SL(n)=q
α
, n=q

α
n1 , 其中SL(n1)>q

α
, 如果 α=

1,那么 SL(n)-p(n)=0.于是当(SL(n)-p(n))
2
≠0时有 α≥ 2且有不等式 q

α
< n<n1 ,从而应用

Abel求和不难得到
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x∑
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现在结合式(3)～ (4)立刻推出渐近公式

∑
n≤x
(SL(n)-p(n))
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其中　ci　(i=1, 2 , …, k)为可计算的常数且 c1 =4/5证毕.
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OnthemeansquarevalueofthedualfunctionofSmarandache

LCMfunctionandthesmallestprimedivisorfunction
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Abstract:Themainpurposeistostudythedistrbutionpropertiesofameansquarevalueinvolvingthedualfunc-

tionofSmarandacheLCMfunctionandthesmallestprimedivisorfunction, andaninterestingmeansquarevalue

formulaisgivenbyusingtheelementaryandanalyticmethods.ThisshowsthatthistwovaluesofSL(n)areal-

mostequaltothesmallestprimedivisorfunction.
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