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摘　要：引入了 Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生逆序列的定义，并利用初等及组合方法讨论了
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生逆序列的性质，得到几个有趣的恒等式，从而证明了如果任何基序列｛Ｔｎ｝
是一个二阶线性递推序列，那么它所产生的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生逆序列｛ｂｎ｝也是一个二阶线
性递推数列，且当基数列｛Ｔｄｎ＋１｝是一个二阶线性递推数列｛Ｔｎ｝的子列时，则它的派生逆序列｛ｂｎ｝
的线性表示式更为简洁．
关键词：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生序列；逆序列；二阶线性递推数列；组合方法；恒等式
中图分类号：Ｏ１５６．４　文献标志码：Ａ

Ｓｏｍｅ　ｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓ　ｏｎ　ｔｈｅ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ　ｉｎｖｅｒｓｅ　ｄｅｒｉｖｅｄ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ
ＺＨＡＯ　Ｙｕａｎ－ｅ１，ＬＩＵ　Ｚｈｕｏ２

（１Ｃｏｌｌｅｇｅ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｙａｎ′ａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｙａｎ′ａｎ　７１６０００，Ｓｈａａｎｘｉ，Ｃｈｉｎａ；

２Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ′ａｎ　７１０１２７，Ｓｈａａｎｘｉ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ　ｉｎｖｅｒｓｅ－ｄｅｒｉｖｅｄ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ　ｉｓ　ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ，ｔｈｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ　ｉｎｖｅｒｓｅ－ｄｅｒｉｖｅｄ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ　ａｒｅ　ｓｔｕｄｉｅｄ，ｓｏｍｅ　ｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇ　ｉｄｅｎｔｉｔｉｅｓ　ａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ａｎｄ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎａｌ　ｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄ　ｉｔ　ｉｓ　ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈａｔ　ｉｆ　ｔｈｅ　ｂａｓｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ
｛Ｔｎ｝ｉｓ　ａ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｌｉｎｅａｒ　ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｔｈｅｎ　ｉｔｓ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ　ｉｎｖｅｒｓｅ－ｄｅｒｉｖｅｄ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ　ｉｓ　ａ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｌｉｎｅａｒ　ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆ　ｔｈｅ　ｂａｓｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛Ｔｄｎ＋１｝

ｉｓ　ａ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｌｉｎｅａｒ　ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛Ｔｎ｝，ｔｈｅｎ　ｉｔｓ　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ
ｉｎｖｅｒｓｅ－ｄｅｒｉｖｅｄ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｂｎ｝ｈａｓ　ａ　ｓｉｍｐｌｅ　ｌｉｎｅａｒ　ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ　ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ　ｄｅｒｉｖｅｄ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ；ｉｎｖｅｒｓｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ；ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｌｉｎｅａｒ
ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅ　ｓｅｑｕｅｎｃｅ；ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎａｌ　ｍｅｔｈｏｄ；ｉｄｅｎｔｉｔｙ
ＭＲ　ｓｕｂｊｅｃｔ　ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ：１１Ａ２５

　　对 任 意 基 序 列｛ｂｎ｝，定 义 它 的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－
Ｐａｓｃａｌ派生序列｛Ｔｎ｝为 Ｔ１＝ｂ１，Ｔ２＝ｂ１＋ｂ２，Ｔ３＝
ｂ１＋２ｂ２＋ｂ３，一般地

Ｔｎ＋１ ＝∑
ｎ

ｋ＝０（）ｎｋｂｋ＋１，ｎ≥２．
其中（）ｎｋ ＝ ｎ！

ｋ！（ｎ－ｋ）！
为组合数．

文献［１］详细介绍了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生

序列的定义及其性质，同时还提出了一系列有趣的

命题和猜想，例如猜测当｛ｂｎ｝＝｛Ｆ８ｎ＋１｝＝｛Ｆ１，Ｆ９，
Ｆ１７，Ｆ２５，…｝及ｎ≥２时有恒等式

Ｔｎ＋１ ＝４９（Ｔｎ－Ｔｎ－１）．
其中｛Ｆｎ｝表示著名的Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数列．

最近，有 不 少 学 者 研 究 了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ
派生序列的性质以及文献［１］中提出 的 猜 想，他 们

不仅解决了 这些问题，同时又将文献［１］中 的 内 容

进行了推广和延伸，给出了一般性的结论．本文的主

要目的是引入Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派 生 逆 序 列，进

而 研 究 它 的 各 种 性 质． 为 此， 先 引 入

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生 序 列 的 逆 序 列 的 定 义：对

任意序列｛Ｔｎ｝，定义ｂ１＝Ｔ１，ｂ２＝Ｔ２－Ｔ１，当ｎ≥
２时：
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ｂｎ＋１ ＝∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋ Ｔｋ＋１．

这一序列之所以称为Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生序列

的逆序列是因为Ｔｎ＋１＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ（）ｋｂｋ＋１当且仅当ｂｎ＋１＝

∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋ Ｔｋ＋１．这 一 性 质 不 难 用 数 学 归 纳 法

证明．本文对这一序列的性质进行研究，并利用初等

及组合方法得到几个有意义的恒等式．

１　 预备知识

为叙述方便，先给出二阶线性递推数列的一个

简单结论：
引 理１　设整数ｍ≥０及ｎ≥２．如果数列｛Ｘｎ｝

满足递推关系Ｘｎ＋２ ＝ａＸｎ＋１＋ｂＸｎ（ｎ≥０），那么有

恒等式Ｘｍ＋ｎ＝Ａｎ－１Ｘｍ＋１＋ｂＡｎ－２Ｘｍ．其中Ａｎ 定义为

Ａ０＝１．Ａ１＝ａ及Ａｎ＋１＝ａＡｎ＋ｂＡｎ－１，ｎ≥１．或者

计算公式

Ａｎ ＝ １
ａ２＋４槡 ｂ

ａ＋ ａ２＋４槡 ｂ（ ）２

ｎ＋１

［ －

　　　 ａ－ ａ２＋４槡 ｂ（ ）２

ｎ＋

］
１

．

证明 　 用 归 纳 法．注 意 到 递 推 公 式 Ｘｍ＋２ ＝
ａＸｍ＋１＋ｂＸｍ，Ａ１＝ａ，Ａ０＝１，Ａｎ＋１＝ａＡｎ＋ｂＡｎ－１，
ｎ≥１．所以Ｘｍ＋２＝Ａ１Ｘｍ＋１＋ｂＡ０Ｘｍ．即就是当ｎ＝
２时 引 理１成 立．因 为 Ｘｍ＋３ ＝ａＸｍ＋２＋ｂＸｍ＋１ ＝
ａ（ａＸｍ＋１＋ｂＸｍ）＋ｂＸｍ＋１＝（ａ２＋ｂ）Ｘｍ＋１＋ｂａＸｍ ＝
Ａ２Ｘｍ＋１＋ｂＡ１Ｘｍ．即当ｎ＝３时引理１成立．假定引

理１对所有整数２≤ｎ≤ｋ成 立，即 就 是Ｘｍ＋ｎ ＝
Ａｎ－１Ｘｍ＋１＋ｂＡｎ－２Ｘｍ．则当ｎ＝ｋ＋１时，由Ｘｍ 的递

推关系及归纳假设有

Ｘｍ＋ｋ＋１ ＝ａＸｍ＋ｋ＋ｂＸｍ＋ｋ－１ ＝
ａ（Ａｋ－１Ｘｍ＋１＋ｂＡｋ－２Ｘｍ）＋
ｂ（Ａｋ－２Ｘｍ＋１＋ｂＡｋ－３Ｘｍ）＝
（ａＡｋ－１＋ｂＡｋ－２）Ｘｍ＋１＋
ｂ（ａＡｋ－２＋ｂＡｋ－３）Ｘｍ ＝
ＡｋＸｍ＋１＋ｂＡｋ－１Ｘｍ－１．

就是说当ｎ＝ｋ＋１时引理１成立．

２　 主要结果

定理１　 设｛Ｘｎ｝是 一 个 二 阶 线 性 递 推 数 列 且

Ｘ０＝ｕ，Ｘ１＝ｖ，对所有ｎ≥１，Ｘｎ＋１＝ａＸｎ＋ｂＸｎ－１，
其中ａ２＋４ｂ＞０．那么对任意正整数ｄ≥１，当

ｂｎ＋１ ＝∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋ Ｘｄｋ＋１

时有恒等式

ｂｎ＋１ ＝ （Ａｄ＋ｂＡｄ－２－２）ｂｎ＋
（Ａｄ＋ｂＡｄ－２－１－（－ｂ）ｄ）ｂｎ－１．

其中｛Ａｎ｝定 义 为Ａ０ ＝１，Ａ１ ＝ａ，Ａｎ＋１ ＝ａＡｎ ＋
ｂＡｎ－１，ｎ≥１．事实上Ａｎ 的表示式为

Ａｎ ＝ １
ａ２＋４槡 ｂ

ａ＋ ａ２＋４槡 ｂ（ ）２

ｎ＋１

［ －

　　 ａ－ ａ２－４槡 ｂ（ ）２

ｎ＋

］
１

．

证明 　 对任意正整数ｄ，由ｂｎ 的定义及二项式

系数 ｎ（）ｋ 的性质

ｎ（）ｋ ＝
ｎ－１（ ）ｋ ＋

ｎ－１
ｋ　－（ ）１ （１）

及ｂｎ＋１ ＝∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋ Ｘｄｋ＋１ ＝

　　（－１）ｎＸ１＋Ｘｄｎ＋１＋∑
ｎ－１

ｋ＝１

（－１）ｎ＋ｋ

　　
ｎ－１（ ）ｋ ＋

ｎ－１
ｋ　－（ ）（ ）１ Ｘｄｋ＋１ ＝

　　－∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ Ｘｄｋ＋１＋

　　∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ Ｘｄｋ＋ｄ＋１＋Ｘｄｎ＋１ ＝

　　－ｂｎ＋∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ Ｘｄｋ＋ｄ＋１，（２）

应用引理１，有Ｘｄｋ＋ｄ＋１ ＝ＡｄＸｄｋ＋１＋ｂＡｄ－１Ｘｄｋ，
再应用 （２）式及ｂｎ 的定义可以推出

ｂｎ＋１ ＝－ｂｎ＋∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ

·

（ＡｄＸｄｋ＋１＋ｂＡｄ－１Ｘｄｋ）＝

－ｂｎ＋Ａｄ∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ

·

Ｘｄｋ＋１＋ｂＡｄ－１∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ Ｘｄｋ ＝

（Ａｄ－１）ｂｎ＋ｂＡｄ－１·

∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ Ｘｄｋ． （３）

另一方面，由引理１也有Ｘｄｋ＋ｄ ＝Ａｄ－１Ｘｄｋ＋１＋
ｂＡｄ－２Ｘｄｋ，于是应用这个递推关系及公式（１）有

∑
ｎ－１

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－１（ ）ｋ Ｘｄｋ ＝

　　　（－１）ｎ－１　Ｘ０＋Ｘｄ（ｎ－１）＋∑
ｎ－２

ｋ＝１

（－１）ｎ－１＋ｋ

　　　
ｎ－２（ ）ｋ ＋

ｎ－２
ｋ　－（ ）（ ）１ Ｘｄｋ ＝

　　　∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－２（ ）ｋ Ｘｄｋ＋
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　　　∑
ｎ－３

ｋ＝０

（－１）ｎ－２＋ｋ
ｎ－２（ ）ｋ Ｘｄｋ＋ｄ＋Ｘｄ（ｎ－１）＝

　　　∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－１＋ｋ
ｎ－２（ ）ｋ Ｘｄｋ＋

　　　∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－２＋ｋ
ｎ－２（ ）ｋ

（Ａｄ－１Ｘｄｋ＋１＋

　　　ｂＡｄ－２Ｘｄｋ）＝

　　　（ｂＡｄ－２－１）∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－２＋ｋ

　　　
ｎ－２（ ）ｋ Ｘｄｋ＋Ａｄ－１ｂｎ－１． （４）

由（３）式也可推出恒等式

ｂｎ ＝（Ａｄ－１）ｂｎ－１＋ｂＡｄ－１∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－２＋ｋ
ｎ－２（ ）ｋ Ｘｄｋ．（５）

再结合（３）、（４）及（５）式可以得到

ｂｎ＋１ ＝ （Ａｄ－１）ｂｎ＋ｂＡｄ－１·

　　 （ｂＡｄ－２－１）∑
ｎ－２

ｋ＝０

（－１）ｎ－２＋ｋ
ｎ－２（ ）ｋ（ ·

　　Ｘｄｋ＋Ａｄ－１ｂｎ－１）＝
　　（Ａｄ＋ｂＡｄ－２－２）ｂｎ＋（Ａｄ＋ｂＡｄ－２－
　　ｂＡｄＡｄ－２＋ｂＡ２ｄ－１－１）ｂｎ－１． （６）
由Ａｎ 的计算公式易得到恒等式

ＡｄＡｄ－２－Ａ２ｄ－１ ＝－（－ｂ）ｄ－１．
将其代入（６）式可以推出

ｂｎ＋１ ＝ （Ａｄ＋ｂＡｄ－２－２）ｂｎ＋
　 　 （Ａｄ＋ｂＡｄ－２－１－（－ｂ）ｄ）ｂｎ－１．
于是完成了定理１的证明．
若取ｂ＝１，由定理１可得到下面的：
推论１　 设｛Ｘｎ｝是 一 个 二 阶 线 性 递 推 序 列 且

Ｘ０ ＝ｕ，Ｘ１＝ｖ，Ｘｎ＋１＝ａＸｎ＋Ｘｎ－１，ｎ≥１．对任意

正 整 数 ａ 及 偶 数 ｄ ≥ ２， 定 义 它 的

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生逆序列为

ｂｎ＋１ ＝∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋ Ｘｄｋ＋１．

那么有递推公式

ｂｎ＋１ ＝ （Ａｄ＋Ａｄ－２－２）（ｂｎ＋ｂｎ－１），ｎ≥２．
推论２　 设｛Ｘｎ｝是 一 个 二 阶 线 性 递 推 序 列 且

Ｘ０ ＝ｕ，Ｘ１＝ｖ，Ｘｎ＋１＝ａＸｎ＋Ｘｎ－１，ｎ≥１．则对任

意 正 整 数 ａ 及 奇 数 ｄ ≥ １， 定 义 它 的

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生序列的逆序列为

ｂｎ＋１ ＝∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋ Ｘｄｋ＋１．

那么有递推公式

ｂｎ＋１＝（Ａｄ＋Ａｄ－２－２）ｂｎ＋（Ａｄ＋Ａｄ－２）ｂｎ－１，ｎ≥２，

其中Ａｎ ＝Ａｎ（ａ）＝ １
ａ２＋槡 ４

ａ＋ ａ２＋槡 ４（ ）２

ｎ＋

［
１

　－ ａ－ ａ２＋槡 ４（ ）２

ｎ＋

］
１

．

显然Ｆｎ＋１（ａ）＝Ａｎ（ａ）是ａ的一个多项式，有时也称

这个多项式为Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ多项式，因为Ｆｎ（１）＝Ｆｎ是

著 名 的 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数．有 关 Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ问 题 及

Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ数 的 内 容 可 参 阅 文 献［２－６］，这 里 不 再

重复．
如果在推论１中取ａ＝２，Ｘ０ ＝Ｐ０ ＝０，Ｘ１ ＝

Ｐ１＝１以及Ｐｎ＋１＝２Ｐｎ＋Ｐｎ－１，ｎ≥１．那么Ｐｎ 就成

为Ｐｅｌｌ数．由推论１也可以推出下面的：
推论３　 设Ｐｎ 表示Ｐｅｌｌ数．那 么 对 任 意 偶 数

ｄ≥２及ｂｎ＋１＝∑
ｎ

ｋ＝０

（－１）ｎ＋ｋ
ｎ（）ｋＰｄｋ＋１，有递推公式

ｂｎ＋１＝（Ｐｄ＋１＋Ｐｄ－１－２）（ｂｎ＋ｂｎ－１），ｎ≥２．
从定理１也不难推出如果｛Ｔｎ｝是一个二阶线

性递推数列，那 么 它 的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派 生 逆

序列｛ｂｎ｝也是一个二阶线性递推数列．

３　结语

本文 在 前 人 研 究Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派 生 序

列的基础上，引 入 了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派 生 逆 序

列的定义，用 初 等 方 法 和 组 合 技 巧 研 究 了 它 的 性

质，并且给出了关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派生逆序

列 的 几 个 有 意 义 的 恒 等 式，这 将 有 助 于 对

Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ－Ｐａｓｃａｌ派 生 逆 序 列 的 进 一 步 认 识 和

研究．
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