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Smarandache kn 数字数列及其一类均值性质

苟 素

( 西安邮电学院 理学院，陕西 西安 710121)

摘要:k∈N + ，1 ＜ k≤9，数列{a( k，n) } 称作 Smarandache kn 数字数列，如果该数列中的每一

个数都可以分成两部分，那么第二部分是第一部分的 k 倍． 例如 3n 数字数列{a( 3，n) } 定义为

{13，26，39，412，515，618，721，824，…} ． 利用初等及组合方法研究 Smarandache kn数字数列

的一类均值性质，并给出几个有趣的渐近公式．
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1 引言及结论

k∈ N + ，著名的 Smarandache kn 数字数列{ a( k，n) } 定义为这样的数集，该集合中的每一个数都可

以分成两部分，使得第二部分是第一部分的 k倍． 例如 Smarandache 3n数字数列{ a( 3，n) } = { 13，26，39，

412，515，618，721，824，…} ，即就是该数列的每一个数都可以分为两部分，第二部分是第一部分的 3 倍．
这一数列是美籍罗马尼亚著名数论专家 F． Smarandache 教授提出的

［1-2］，同时他建议人们研究该数列的性

质． 关于这一问题，已引起了不少学者的注意，并作出了一些研究成果
［3-8］． 例如文献［4］ 中曾猜测

Smarandache 3n 数字数列中没有完全平方数，文献［4］证明了

( a) 当 n 为无平方因子数时，a( 3，n) 不可能是完全平方数;

( b) 当 n 为完全平方数时，a( 3，n) 不可能是完全平方数;

( c) 如果 a( 3，n) 是一个完全平方数，那么有

n = 22α1·32α2·52α3·112α4·n1，( n1，330) = 1．
文献［3］中的结论虽然没有完全解决文献［4］的猜想，但是为猜想的正确性提供了重要依据，揭示了

一些研究该问题的简单思路和方法，也从另一方面显示出 Smarandache 3n 数字数列的一些内在性质．
另一方面，文献［5］研究了 lna( 3，n) 的均值性质，证明了渐近公式

∑
n≤N

lna( 3，n) = 2N·lnN + O( N) ．

关于这一数列的其他性质，至今似乎还没有人研究，研究这个数列的性质是有意义的，至少可以反映

出这些特殊数列的特征及分布性质． 此外，确定文献［4］猜想的真伪也是一个很有意义的研究课题． 全文

所涉及的初等数论知识可参见文献［9］． 本文利用初等及组合方法研究了
n

a( k，n)
的均值性质，并给出了
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几个有趣的渐近公式．
定理 1 设 k∈ N + ，2 ≤ k≤ 5，则对任意充分大的正数 x，有渐近公式

∑
1≤n≤x

n
a( k，n)

= 9
k·10·ln10lnx + O( x) ．

定理 2 设 k∈ N + ，6 ≤ k≤ 9，则当实数 x 充分大时，仍有渐近公式

∑
1≤n≤x

n
a( k，n)

= 9
k·10·ln10lnx + O( x) ．

特别当 k = 3 及 6 时，由定理还可以推出下面推论:

推论 1 对任意充分大的正数 x，有渐近公式

∑
1≤n≤x

n
a( 3，n)

= 3
10·ln10lnx + O( x) ．

推论 2 对任意充分大的正数 x，有渐近公式

∑
1≤n≤x

n
a( 6，n)

= 3
20·ln10lnx + O( x) ．

显然这几个渐近公式不是十分精确，是否存在更精确的渐近公式仍然是一个公开的问题，将是继续研

究的目标．

2 定理的证明

只证明定理 1 中 k = 2 及 3 的情况，类似地可以推出定理 1 中 k = 4，5 及定理 2． 首先证明定理 1 中 k
= 2． 考虑到 a( 2，n) 的结构，设 n 的十进制表示为 k 位数，即就是 n = bkbk－1…b2b1，其中 1≤ bk ≤ 9，0≤
bi ≤ 9，i = 1，2，…，k － 1． 于是由乘法的进位法则可知，当 10k－1 ≤ n≤ 5·10k－1 － 1 时，2n 为 k 位数; 当 5

·10k－1 ≤ n≤ 10k － 1 时，2n 为 k + 1 位数． 由 a( 2，n) 的定义立刻得到 a( 2，n) = n·( 10k + 2) ，或者 a( 2，

n) = n·( 10k+1 + 2) ． 对任意充分大的正数 x，显然M∈ N + 使得

5·10M ≤ x ＜ 5·10M+1， ( 1)

于是有恒等式

∑
1≤n≤x

n
a( 2，n)

=∑
4

n = 1

n
a( 2，n)

+∑
49

n = 5

n
a( 2，n)

+∑
499

n = 50

n
a( 2，n)

+ ∑
4999

n = 500

n
a( 2，n)

+

… + ∑
5·10M－1

n = 5·10M－1

n
a( 2，n)

+ ∑
5·10M≤n≤x

n
a( 2，n)

=

∑
4

n = 1

1
10 + 2 +∑

49

n = 5

1
102 + 2

+∑
499

n = 50

1
103 + 2

+ ∑
4999

n = 500

1
104 + 2

+

… + ∑
5·10M－1

n = 5·10M－1

1
10M+1 + 2

+ ∑
5·10M≤n≤x

1
10M+2 + 2

=

5 － 1
10 + 2 + 50 － 5

102 + 2
+ 500 － 50

103 + 2
+ 5000 － 500

104 + 2
+

… + 5·10M － 5·10M－1

10M+1 + 2
+ O x － 5·10M

10M+2 +( )2
=

9·10
2·( 102 + 2)

+ 9·102

2·( 103 + 2)
+ 9·103

2·( 104 + 2)
+ … + 9·10M

2·( 10M+1 + 2)
+ O( 1) =

9·( 102 + 2 － 2)
20·( 102 + 2)

+ 9·( 103 + 2 － 2)
20·( 103 + 2)

+ 9·( 104 + 2 － 2)
20·( 104 + 2)

+

… + 9·( 10M+1 + 2 － 2)
20·( 10M+1 + 2)

+ O( 1) =

9
20M + O ∑

M

m = 1

1
10( )m + O( 1) = 9

20M + O( 1) ． ( 2)
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注意到式( 1) ，取对数后有估计式 Mln10 + ln5 ≤ x ＜ ln5 + ( M + 1) ln10 或者 M = 1
ln10lnx + O( 1) ． 所以

由式( 2) 得到渐近公式∑
1≤n≤x

n
a( k，n)

= 9
20·ln10lnx + O( x) ． 于是证明了定理 1 中 k = 2 的情况．

现在证明定理1 中 k = 3 的情况． 考虑到数列 a( 3，n) 的结构，设 n 的十进制表示为 k 位数，即就是 n =
bkbk－1…b2b1，其中 1≤ bk ≤ 9，0≤ bi ≤ 9，i = 1，2，…，k － 1． 于是由乘法的进位法则可知，当333…{34

k－1
≤

n≤333…{ 3
k

时，3n 为 k 位数; 当333…{34
k

≤ n≤333…{33
k+1

时，3n 为 k + 1 位数． 于是当 n 为 k 位数时，由 a( 3，

n) 的定义得到 a( 3，n) = n·( 10k + 3) ，或者 a( 3，n) = n·( 10k+1 + 3) ． 对任意充分大的正数 x，显然M
∈ N + ，使得

333…{33
M

≤ x ＜ 333…{33
M+1

， ( 3)

于是有恒等式

∑
1≤n≤x

n
a( 3，n)

=∑
3

n = 1

n
a( 3，n)

+∑
33

n = 4

n
a( 3，n)

+∑
333

n = 34

n
a( 3，n)

+ ∑
3333

n = 334

n
a( 3，n)

+

… + ∑
1
3·( 10M－1)

n = 1
3·( 10M－1－1) +1

n
a( 3，n)

+ ∑
1
3·( 10M－1) +1≤n≤x

n
a( 3，n)

=

∑
3

n = 1

1
10 + 3 +∑

33

n = 4

1
102 + 3

+∑
333

n = 34

1
103 + 3

+ ∑
3333

n = 334

1
104 + 3

+

… + ∑
1
3·( 10M－1)

n = 1
3·( 10M－1－1) +1

1
10M + 3

+ ∑
1
3·( 10M－1) +1≤n≤x

1
10M+1 + 3

=

3
10 + 3 + 33 － 3

102 + 3
+ 333 － 33

103 + 3
+ 3333 － 333

104 + 3
+

… +

1
3 ·( 10M － 1) － 1

3 ( 10M－1 － 1)

10M + 3
+ O x － 1

3 ·( 10M － 1)

10M+1 +







3
=

3·1
10 + 3 + 3·10

102 + 3
+ 3·102

103 + 3
+ 3·103

104 + 3
+ … + 3·10M－1

10M + 3
+ O( 1) =

3·( 10 + 3 － 3)
10·( 10 + 3)

+ 3·( 102 + 3 － 3)
10·( 102 + 3)

+ 3·( 103 + 3 － 3)
10·( 103 + 3)

+ 3·( 104 + 3 － 3)
10·( 104 + 3)

+

… + 3·( 10M+1 + 3 － 3)
10·( 10M + 3)

+ O( 1) =

3
10M + O ∑

M

m = 1

1
10( )m + O( 1) = 3

10M + O( 1) ． ( 4)

注意到式 ( 3) 即是
1
3·( 10M － 1) ≤ x ＜ 1

3·( 10M+1 － 1) ，于是有估计式 M = 1
ln10lnx + O( 1) ． 所以

由式( 4) 得到渐近公式∑
1≤n≤x

n
a( 3，n)

= 3
10·ln10lnx + O( x) ． 于是完成了定理 1 中 k = 3 的证明．

利用同样的方法也可以推出定理 1 中 k = 4，5 的结论． 至于定理 2 的证明，和定理 1 的证明类似，只是

在求和中对 n 的分法不同，这里就不一一举例．
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DU Qing-li，REN Fang-guo

( College of Mathematics and Information Science，Shaanxi Normal University，Xi'an 710062，China)

Abstract: In order to solve an inverse problem on the matrix，the inverse proposition of Poincaré separation theo-
rem with equality is investigated by using the technique of contracting matrice and the ideas of classification and
transformation． The necessary conditions which equalities hold are obtained． Using this result，some nature of the
matrix can be obtained by the characteristics of its eigenvalues．
Key words: Hermite matrix; unitary matrix; Poincaré separation theorem
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The Smarandache kn-digital sequence
and its mean value properties

GOU Su

( School of Science，Xi'an University of Posts and Telecommunications，Xi'an 710121，China)

Abstract: For any positive integer 1 ＜ k≤9，the sequences { a( k，n) } is called the Smarandache kn-digital se-
quence，if the digital of a( k，n) can be partitioned into two groups such that the second is k times bigger than
the first． For example，{ a ( 3，n) } = { 13，26，39，412，515，…} is called the Smarandache 3n-digital se-
quence． One kind mean value of the Smarandache kn-digital sequence is studied by the elementary and combina-
tional method，and severel interesting asymptotic formulas are given．
Key words: the Smarandache kn-digital sequence; elementary method; combinational method; mean value; asymp-
totic formula
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