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Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｐ次方阶数的计算

张　瑾
（西安文理学院信息工程学院 数学系，陕西 西安 ７１００６５）

摘　要：对于奇素数ｐ和正整数ｎ，设ｚｎ ＝ｍｉｎ｛ｍ　ｍ ∈Ｎ，ｎｐｍ ≡１（ｍｏｄ（ｎ＋１）ｐ）｝，称为ｎ的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ

ｐ次方阶数．运用初等方法给出了ｚｎ 的计算公式，并且纠正了现有结果中的错误．
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０　引言

设Ｎ 是全体正整数的集合．对于奇素数ｐ和正整数ｎ，设

　　　　　　ｚｎ ＝ｍｉｎ｛ｍ　ｍ ∈Ｎ，ｎｐｍ ≡１（ｍｏｄ（ｎ＋１）ｐ）｝， （１）

称为ｎ的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ｐ次方阶数［１］．对此，文献［２］解决了ｚｎ在ｐ＝３时的计算问题．最近，文献［３］讨论
了ｐ＝５时的情况，认为对一般的奇素数ｐ，ｚｎ 的计算是一个复杂的问题．应该指出的是，文献［３］给出的部
分结果是错的．例如，当ｐ＝５且ｎ＝５时，因为ｎ≡５（ｍｏｄ　１０），所以根据文献［３］定理１的情况（ａ）可知，

ｚ５ ＝６４ ＝１　２９６．但是，由于５８－１＝２５×１２２０７，所以由５８－１　５６４８－１和３５　５６４８－１可知６５　５６４８－１，可
得ｚ５ ≤６４８，与文献［３］所得结果不同．

对于给定的素数ｑ和正整数ａ，存在唯一的非负整数ｔ可使

　　　　　　ｑｔ　ａ，ｑｔ＋１ａ． （２）

这样的ｔ称为ｑ在ａ中的次数，记作ｏｒｄｑａ．同时，（２）式中的两个整除性关系通常合并记作ｑｔ　ａ［４］．本文运用初
等方法，对于一般的奇素数ｐ完整地解决了ｚｎ 的计算问题．

定理 　 当ｎ＞１时，

　　ｚｎ ＝

（ｎ＋１）ｐ－１，ｎ１（ｍｏｄ　４）且ｎ－１（ｍｏｄ　Ｐ），
（ｎ＋１）ｐ－１

ｐ
，ｎ１（ｍｏｄ　４）且ｎ≡－１（ｍｏｄ　Ｐ），

（ｎ＋１）ｐ－１
２ｄ

，ｎ≡１（ｍｏｄ　４）且ｎ－１（ｍｏｄ　Ｐ），

（ｎ＋１）ｐ－１
２ｄｐ

，ｎ≡１（ｍｏｄ　４）且ｎ≡－１（ｍｏｄ　Ｐ）

烅

烄

烆
．

（３）

其中 　　　　ｄ＝ｍｉｎ｛ｐ－２，ｏｒｄ２（ｎ－１）－１｝． （４）

１　 若干引理

引理１　 设ｑ是素数，ｉ是大于１的正整数．如果ｑｔ　ｉ，则

　　　　　　
ｔ＝ｉ－１，ｑ＝２且ｉ＝２，

ｔ＜ｉ－１，其他｛ ．
（５）

证明 　 因为ｑｔ　ｉ，所以由（２）式可知ｑｔ　ｉ，故有ｉ≥ｑｔ．
如果ｔ＞ｉ－１，则因ｔ≥ｉ＞１，所以由ｉ≥ｑｔ可以得出
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　　　　　　ｉ≥ｑｉ≥２ｉ ＝ （１＋１）ｉ ＝∑
ｉ

ｊ＝０（）ｉｊ ＞ ｉ（）０ ＋ ｉ（）１ ＝ｉ＋１＞ｉ
这一矛盾，故必有ｔ≤ｉ－１．

如果ｔ＝ｉ－１，则当ｉ≥３时，由ｉ≥ｑｔ可以得出

　　ｉ≥ｑｉ－１ ≥２ｉ－１ ＝ （１＋１）ｉ－１ ＝∑
ｉ－１

ｊ＝０

ｉ－１（ ）ｊ
≥
ｉ－１（ ）０

＋
ｉ－１（ ）１

＋
ｉ－１
ｉ　－（ ）１ ＝ｉ＋１＞ｉ

这一矛盾．因此，如果ｔ＝ｉ－１，则必有ｉ＝２，并且由ｉ≥ｑｔ可知仅有ｑ＝２．于是由ｔ≤ｉ－１可知，除了ｑ＝
２且ｉ＝２这一情况外，必有ｔ＜ｉ－１．证毕．

引理２　 设ｑ是素数，ａ和ｋ是正整数．如果

　　　　　　ｑｒ　ａ，ｑｓ　ｋ，ｒ，ｓ∈Ｎ， （６）
则除了ｑ＝２且ｒ＝１这一情况外，必有

　　　　　　ｑｓ ∑
ｋ

ｉ＝１
λｉ
ｋ（）ｉａｉ－１，λｉ∈ ｛±１｝，ｉ＝１，…，ｋ． （７）

证明 　 由（６）式可知

　　　　　　ｑｓλ１
ｋ（）１ ， （８）

根据二项式系数的定义可知

　　　　　　λｉ
ｋ（）ｉａｉ－１ ＝λｉｋ ｋ－１ｉ　－（ ）１ ａ

ｉ－１

ｉ
，ｉ＝２，…，ｋ， （９）

其中
ｋ－１
ｉ　－（ ）１ 是整数．当ｉ≥２时，由（６）式可知ｑ　ａ；又由引理１可知，除了ｑ＝２且ｒ＝１这一情况外，分数

ａｉ－１
ｉ
约分后的分子必为ｑ的倍数．因此，由（６）式和（９）式可知，除了ｑ＝２且ｒ＝１这一情况外，

　　　　　　λｉ
ｋ（）ｉａｉ－１ ≡０（ｍｏｄｑｓ＋１），ｉ＝２，…，ｋ， （１０）

于是，由（８）式和（９）式即得（７）式．证毕．
引理３［２］　 当ｎ＞１时，ｚｎ 必为偶数．

２　 定理的证明

当ｎ＞１时，设ｍ适合

　　　　　　ｎｐｍ ≡１（ｍｏｄ（ｎ＋１）ｐ）． （１１）
因为由引理３可知ｍ是偶数，故由（１１）式可得

　　ｎ
ｐｍ －１
ｎ＋１ ≡

（（ｎ＋１）－１）ｐｍ －１
ｎ＋１ ≡－

ｐｍ（ ）１
＋
ｐｍ（ ）２

（ｎ＋１）－…＋

ｐｍ
ｐ（ ）ｍ （ｎ＋１）ｐｍ－１ ≡０（ｍｏｄ（ｎ＋１）ｐ－１）． （１２）

由于ｐ－１＞１，所以由（１２）式可知

　　　　　　ｐｍ ≡０（ｍｏｄ（ｎ＋１））． （１３）
设ｑ是ｎ＋１的素因数，由（１３）式可知ｑ也是ｐｍ 的素因数，故有

　　　　　　ｑｒ　ｎ＋１，ｑｓ　ｐｍ，ｒ，ｓ∈Ｎ． （１４）
根据引理２，由（１４）式可知，除了ｑ＝２且ｒ＝１这一情况外，必有

　　　　　　ｑｓ ｎ
ｐｍ －１
ｎ＋１ ＝∑

ｐｍ

ｉ＝１

（－１）ｉ
ｐ　ｍ（ ）ｉ

（ｎ＋１）ｉ－１． （１５）

由（１４）式可知，ｑ＝２且ｒ＝１这一情况只可能在ｎ≡１（ｍｏｄ　４）时出现，所以由（１２）式和（１４）式可知，当
ｎ１（ｍｏｄ　４）时，必有ｓ≥ｒ（ｐ－１）．此时，取ｑ是ｎ＋１的所有素因数，由（１３）式和ｓ≥ｒ（ｐ－１）可知，当

·３３４·
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ｎ１（ｍｏｄ　４）时，必有

　　　　　　ｐｍ ≡０（ｍｏｄ（ｎ＋１）ｐ－１）． （１６）
因此，根据ｚｎ 的定义（（１）式），由（１６）式可得

　　　　　　ｚｎ ＝
（ｎ＋１）ｐ－１，ｎ１（ｍｏｄ　４）且ｎ－１（ｍｏｄ　ｐ），
（ｎ＋１）ｐ－１

ｐ
，ｎ１（ｍｏｄ　４）且ｎ≡－１（ｍｏｄ　ｐ）烅

烄

烆
．

（１７）

当ｎ≡１（ｍｏｄ　４）时，从前面的分析可知，对于ｎ＋１的任何奇素因数ｑ，（１４）式中的正整数ｒ，ｓ仍满足
ｓ≥ｒ（ｐ－１），由此可知

　　　　　ｚｎ ＝
２ｆ（ｎ＋１２

）ｐ－１，ｎ≡１（ｍｏｄ　４）且ｎ－１（ｍｏｄ　ｐ），

２ｆ（ｐ ｎ＋１）２
ｐ－１
，ｎ≡１（ｍｏｄ　４）且ｎ≡－１（ｍｏｄｐ

烅

烄

烆
），

（１８）

其中ｆ是可使 　　　ｎ２
ξ
≡１（ｍｏｄ　２ｐ） （１９）

成立的最小正整数ξ．由于

　　　　　　ｎ２
ξ
－１＝ （ｎ－１）∏

ξ－１

ｊ＝０

（ｎ２
ｊ
＋１）， （２０）

其中ｎ２
ｊ
＋１≡２（ｍｏｄ　４）（ｊ＝０，１，…，ξ－１），故由（２０）式可知

　　　　　　２ξ＋ｏｒｄ２（ｎ－１）ｎ２
ξ
－１． （２１）

由（２１）式可知，满足（１９）式的正整数ξ必定适合

　　　　　　ξ≥ｍａｘ｛１，ｐ－ｏｒｄ２（ｎ－１）｝． （２２）
根据ｆ的最小性，由（２２）式可得

　　　　　　ｆ＝ｍａｘ｛１，ｐ－ｏｒｄ２（ｎ－１）｝． （２３）
因此，由（４）式、（１８）式和（２３）式可知

　　　　　　ｚｎ ＝

（ｎ＋１）ｐ－１
２ｄ

，ｎ≡１（ｍｏｄ　４）且ｎ－１（ｍｏｄ　ｐ），

（ｎ＋１）ｐ－１
２ｄｐ

，ｎ≡１（ｍｏｄ　４）且ｎ≡－１（ｍｏｄ　ｐ）
烅

烄

烆
．

（２４）

于是，结合（１７）式和（２４）式即得（３）式．证毕．
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