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Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数在数列ａｐ＋ｂｐ 上的
一个新的下界估计
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摘要：利用初等方法以及同余技巧研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）在数列ａｐ＋ｂｐ 上的下界估计问题，给出了一个较

强的下界估计．证明了：对任意两个不同的正整数ａ及ｂ，有估计式Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥１０ｐ＋１，其中ｐ≥１７为素数．
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对任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为使得ｎ｜ｍ！的最小的正整数ｍ，即

Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ＋；ｎ｜ｍ！｝

从Ｓ（ｎ）的定义容易推出：如果ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，那么Ｓ（ｎ）＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｒ

｛Ｓ（ｐαｉｉ ）｝．

关于Ｓ（ｎ）的各种性质，许多学者进行了研究，获得了不少有意义的结果．文献［１］研究了Ｓ（２ｐ－１（２ｐ－１））
的下界估计问题，证明了：对任意奇素数ｐ，有估计式

Ｓ（２ｐ－１（２ｐ－１））≥２ｐ＋１
文献［２］研究了Ｓ（２ｐ＋１）的下界估计，证明了：当ｐ≥７时，有估计式

Ｓ（２ｐ＋１）≥６ｐ＋１
文献［３］将文献［２］中的结果作了改进，证明了：对任意素数ｐ≥１７，有估计式

Ｓ（２ｐ－１）≥１０ｐ＋１　　　Ｓ（２ｐ＋１）≥１０ｐ＋１
此外，文献［４］研究了Ｓ（ｎ）在数列ａｐ＋ｂｐ 上的下界估计问题，证明了：Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥８ｐ＋１，其中ａ，ｂ为

任意的正整数，ｐ≥１７为素数．
本文受到文献［３－４］的启发，进一步研究了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）在特殊数列ａｐ＋ｂｐ 上的下界估计

问题，并得到一个较强的下界估计．本文的主要结果是：
定理１　 设ｐ≥１７为素数．对于任意两个不同的正整数ａ及ｂ，有估计式

Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥１０ｐ＋１
　 显然定理１是文献［２］的结论的推广和延伸．特别地，当ａ＝２，ｂ＝１时，我们可以立即推出文献［４］
中关于下界的估计Ｓ（２ｐ＋１）≥１０ｐ＋１．

引理１［４］　 设ｐ为奇素数，对任意的整数ａ及ｂ，且ａ＋ｂ≠０，我们有 ａｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋（ ）ｂ ＝１，ｐ．
引理２［５］　 对任意素数ｐ，正整数ｎ及α，有：
（１°）当ｐ｜ｎ时，Ｓ（ｎ）≥Ｓ（ｐ）＝ｐ；
（２°）当α≤ｐ时，Ｓ（ｐα）＝α·ｐ；当α＞ｐ≥ｔ时，Ｓ（ｐα）≥Ｓ（ｐｔ）≥ｐ·ｔ．
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引理３　 设ａ，ｂ为正整数，且ａ＋ｂ为奇数，则对任意素数ｐ≥３有不等式：

ａｐ＋ｂｐ ≥
ａ＋ｂ＋１（ ）２

ｐ

＋ ａ＋ｂ－１（ ）２
ｐ

　 证 　 由于正整数ａ，ｂ的和ａ＋ｂ为奇数，则ａ≠ｂ，不妨设ａ＞ｂ，则有ａ≥ｂ＋１，即ａ－ｂ－１≥０．
ａｐ＋ｂｐ ＝
ａ＋ｂ＋１
２ ＋ａ－ｂ－１（ ）２

ｐ

＋ ａ＋ｂ－１
２ －ａ－ｂ－１（ ）２

ｐ

＝

∑
ｐ

ｉ＝０
Ｃｉｐ
ａ＋ｂ＋１（ ）２

ｐ－ｉ　ａ－ｂ－１（ ）２
ｉ

＋∑
ｐ

ｊ＝０
Ｃｊｐ
ａ＋ｂ－１（ ）２

ｐ－ｊ

－ａ－ｂ－１（ ）２
ｊ

＝

ａ＋ｂ＋１（ ）２
ｐ

＋ ａ＋ｂ－１（ ）２
ｐ

＋∑
ｐ－１
２

ｉ＝１
Ｃ２ｉｐ

ａ＋ｂ－１（ ）２
ｐ－２ｉ

＋ ａ＋ｂ－１（ ）２
ｐ－２

［ ］
ｉ

· ａ－ｂ－１（ ）２
２ｉ

＋

∑
ｐ－１
２

ｊ＝０
Ｃ２ｊ＋１ｐ

ａ＋ｂ＋１（ ）２
ｐ－２ｊ－１

－ ａ＋ｂ－１（ ）２
ｐ－２ｊ－

［ ］
１

· ａ－ｂ－１（ ）２
２ｊ＋１

≥

ａ＋ｂ＋１（ ）２
ｐ

＋ ａ＋ｂ－１（ ）２
ｐ

引理３得证．
定理１的证明 　 因为ａ和ｂ为不同的整数，设（ａ，ｂ）＝ｄ，则存在ａ１ 及ｂ１，使得ａ＝ｄ×ａ１，ｂ＝ｄ×ｂ１

且（ａ１，ｂ１）＝１，从而有ａｐ＋ｂｐ ＝ｄｐ（ａ１ｐ＋ｂ１ｐ），再由Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的性质知

Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）＝Ｓ（ｄｐ（ａｐ１＋ｂｐ１））≥Ｓ（ａｐ１＋ｂｐ１） （１）
由（１）式，不失一般性，我们可以假定定理１中的ａ，ｂ满足（ａ，ｂ）＝１且ａ·ｂ＞１．

首先，我们证明ａｐ＋ｂｐ 不 可 能 为ｐ 的 方 幂，若 不 然，设ａｐ ＋ｂｐ ＝ｐα，当α＝２时，有ａｐ ＋ｂｐ ≥
２ｐ＋１＞２ｐ ＞ｐ２，所以α≥３．由引理１不难推出ａ＋ｂ＝ｐｋ·ｕ，其中ｋ∈Ｎ＋，（ｐ，ｕ）＝１．因为ａ＋ｂ｜

ａｐ＋ｂｐ，从而ｕ＝１．当 ａｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋（ ）ｂ ＝（ｐα－ｋ，ｐｋ）＝１时，有ｋ＝０或ｋ＝α，即ａ＋ｂ＝１或ａ＋ｂ＝ｐα，

这与（ａ，ｂ）＝１且ａ·ｂ＞１相矛盾．而当ｋ＝α－１时，有ａ＋ｂ＝ｐα－１，从而有ｐ（ａ＋ｂ）＝ｐα，所以有

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐ·ａ＋ｂ·ｐ．另一方面，ａ与ｂ中至少有一个不小于２，不妨设ａ≥２，由ｐ≥１７为素数知ａｐ ＞
ｐ·ａ，所以有ａｐ＋ｂｐ ＞ａ·ｐ＋ｂ·ｐ，矛盾，故１≤ｋ≤α－２，因此

ｐα ＝ａｐ＋ｂｐ ＝ａｐ＋（ｐｋ－ａ）ｐ ＝∑
ｐ－１

ｉ＝０
Ｃｉｐｐｋ（ｐ－ｉ）（－１）ｉａｉ ＝ｐｋ＋１　ａｐ－１＋∑

ｐ－２

ｉ＝０
Ｃｉｐｐｋ（ｐ－ｉ）（－１）ｉａｉ

或者

ｐα－∑
ｐ－２

ｉ＝０
Ｃｉｐｐｋ（ｐ－ｉ）（－１）ｉａｉ ＝ｐｋ＋１　ａｐ－１ （２）

　 由于α≥ｋ＋２，则（２）式左边能被ｐｋ＋２ 整除，但右边不能被ｐｋ＋２ 整除，矛盾．所以ａｐ＋ｂｐ 不可能为ｐ

的方幂．于是存在素数ｑ≠ｐ，且ｑ｜ａ
ｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，即ａｐ＋ｂｐ ≡０（ｍｏｄ　ｑ），即有（ａ·珋ｂ）ｐ ≡－１（ｍｏｄ　ｑ），从而有

（ａ·珔ｂ）２ｐ ≡１（ｍｏｄ　ｑ） （３）

　 设ｍ是（ａ·珋ｂ）模ｑ的指标，由（３）式及指标的性质（参考文献［６－７］）知ｍ｜２ｐ，所以ｍ的取值最多有４种

可能：ｍ＝１，２，ｐ，２ｐ．显然ｍ＝１，２，ｐ时不可能．因为当ｍ＝１时，由（ａ·珋ｂ）≡１（ｍｏｄ　ｑ）知ａ≡ｂ（ｍｏｄ　ｑ），
所以有ｂ＝ａ＋ｈｑ，故（ａ，ｂ）＝ （ａ，ａ＋ｈｑ）＝ （ａ，ｈｑ）＝１，显然有ｑ｜／ａ．而另一方面，由

ａｐ＋ｂｐ ＝ａｐ＋（ａ＋ｈｑ）ｐ ＝２ａｐ＋∑
ｐ－１

ｉ＝１
ａｉｈｐ－ｉｑｐ－ｉ

可知ｑ｜／ａｐ＋ｂｐ，这与ｑ｜ａ
ｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

矛盾．当ｍ＝２时，有ａ·珔ｂ≡－１（ｍｏｄ　ｑ），即ａ＋ｂ≡０（ｍｏｄ　ｑ），再由

ｑ｜ａ
ｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

知ｑ｜ ａ
ｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋（ ）ｂ ，即有ｑ｜ｐ，这 与ｐ，ｑ为 不 同 素 数 矛 盾．当ｍ ＝ｐ 时，有（ａ·珔ｂ）ｐ ≡
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１（ｍｏｄ　ｑ），所以－１≡１（ｍｏｄ　ｑ），矛盾，故ｍ＝２ｐ．再由指标的性质知ｍ｜（ｑ）＝ｑ－１，即ｑ－１＝ｈ·ｍ＝
ｈ·２ｐ，或者

ｑ＝ｈ·２ｐ＋１ （４）
于是由（４）式知，ａｐ＋ｂｐ 可以分以下４种情况讨论：

情况１　 若ａｐ＋ｂｐ 除ｐ之外，至少含有４个不同的素因子，由（４）式知，至少有一个素因子ｑ，使得

ｑ＝２ｈｐ＋１且ｈ≥５．因为当素数ｐ≥５时，两个数２ｐ＋１和４ｐ＋１中至少有一个被３整除，因此它们不

可能同时为素数，此时

Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥Ｓ（ｑ）＝ｑ＝２ｈｐ＋１≥１０ｐ＋１
　 情况２　 若ａｐ＋ｂｐ 除ｐ之外，仅含有３个不同素因子，由（４）式知，如果其中至少有一个素因子满足

ｑ＝２ｈｐ＋１且ｈ≥５，那么就有Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥Ｓ（ｑ）＝ｑ≥１０ｐ＋１．如果所有的素因子中ｈ≤４，因为当ｐ≥３
时，４ｐ＋１和８ｐ＋１中至少有一个被３整除，因此４ｐ＋１和８ｐ＋１不可能同时为素数．再注意到２ｐ＋１和

４ｐ＋１不可能同时为素数，所以可设

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）γ（８ｐ＋１）δ

此时，当β≥５或者γ≥２或者δ≥２时，Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥１０ｐ＋１显然成立．不失一般性，可假定

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）（８ｐ＋１）　　　１≤β≤４
这种情况是不可能的，下面分两种情况说明：

情况２．１　 当 ａｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋（ ）ｂ ＝ｐ时，由ａ＋ｂ｜ａｐ＋ｂｐ 与引理１知：ａ＋ｂ＝ｐα－１·ｕ，且α≥２，其

中ｕ的可能取值为：１，（２ｐ＋１）β，６ｐ＋１，８ｐ＋１，（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１），（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１），（６ｐ＋１）（８ｐ＋
１）以及（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）（８ｐ＋１）．由引理３知

ａｐ＋ｂｐ ≥ ｐα－１·ｕ＋１（ ）２
ｐ

＋ ｐα－１·ｕ－１（ ）２
ｐ

＝
（ｐα－１·ｕ＋１）ｐ＋（ｐα－１·ｕ－１）ｐ

２ｐ

即

（ｐα－１·ｕ＋１）ｐ＋（ｐα－１·ｕ－１）ｐ ≤２ｐｐα（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）（８ｐ＋１）
注意到ｐ（≥１７）为素数，且α≥２，当１≤β≤４时，经计算可知

（ｐα－１·ｕ＋１）ｐ＋（ｐα－１·ｕ－１）ｐ ＞２ｐｐα（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）（８ｐ＋１）
矛盾．

情况２．２　 当（ａ
ｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋ｂ）＝１时，分（ｉ），（ｉｉ）两种情况：

（ｉ）ａ＋ｂ＝ｐα·ｕ，其中ｕ的可能取值为：１，（２ｐ＋１）β，６ｐ＋１，８ｐ＋１，（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１），（２ｐ＋
１）β（８ｐ＋１），（６ｐ＋１）（８ｐ＋１），（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）（８ｐ＋１），此种情况的证明与（１）式相同．

（ｉｉ）ａ＋ｂ＝ｕ，其中ｕ的可能取值为：（２ｐ＋１）β，６ｐ＋１，８ｐ＋１，（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１），（２ｐ＋１）β·
（８ｐ＋１），（６ｐ＋１）（８ｐ＋１），（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）（８ｐ＋１）．

当ａ＋ｂ＝６ｐ＋１时，则有

ａｐ＋ｂｐ＋∑
ｐ－１

ｉ＝１
Ｃｉｐａｉｂｐ－ｉ ＝ （６ｐ＋１）ｐ （５）

由ｐ｜ａｐ＋ｂｐ，ｐ｜Ｃｉｐ（其中１≤ｉ≤ｐ－１）知，素数ｐ整除（５）式的左边，但不能整除其右边，矛盾．
同理可证其它情况．
所以当ａｐ＋ｂｐ 除素数ｐ之外恰好含有３个不同素因子时，一定有Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥１０ｐ＋１．
情况３　 若ａｐ＋ｂｐ 除ｐ之外仅含有２个不同素因子，由（４）式可知ａｐ＋ｂｐ中不可能同时含有素因子

２ｐ＋１和４ｐ＋１，也不可能同时含有素因子４ｐ＋１和８ｐ＋１．因此由（４）式及Ｓ（ｎ）的性质，最多考虑下面

３种形式

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）γ

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）γ

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（４ｐ＋１）β（６ｐ＋１）γ
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若ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）γ 成立，则当β≥５或者γ≥２时，由引理２知

Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥Ｓ（（２ｐ＋１）β）≥５·（２ｐ＋１）≥１０ｐ＋１
或者

Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥Ｓ（（８ｐ＋１）γ）≥２·（８ｐ＋１）≥１０ｐ＋１
　 于是，我们可以假设１≤β≤４，γ＝１．现在证明在这种情况下，当ｐ≥１７时，ａｐ＋ｂｐ 不可能含有ｐ
的方幂，若不然，当α≥２时，由Ｅｕｌｅｒ－Ｆｅｒｍａｔ定理知：ａｐ ≡ａ（ｍｏｄ　ｐ），ｂｐ ≡ｂ（ｍｏｄ　ｐ），即ａ＋ｂ≡ａｐ＋
ｂｐ ≡０（ｍｏｄ　ｐ）．设ａ＋ｂ＝ｐｋ·ｕ，（ｐ，ｕ）＝１，由引理１可知ｋ＝α或者ｋ＝α－１，显然ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα·
（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）且１≤β≤４，ｋ＝α，不可能，因为此时

ａｐ＋ｂｐ ≥ ｐα·ｕ＋１（ ）２
ｐ

＋ ｐα·ｕ－１（ ）２
ｐ

＝
（ｐα·ｕ＋１）ｐ＋（ｐα·ｕ－１）ｐ

２ｐ

而素数ｐ≥１７，１≤β≤４，显然有（ｐα·ｕ＋１）ｐ＋（ｐα·ｕ－１）ｐ ≥２ｐｐα（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１），矛盾．
于是可设ｋ＝α－１，从而有ａ＋ｂ＝ｐα－１·ｕ，由引理３知

ｐα－１·ｕ＋１（ ）２
ｐ

＋ ｐα－１·ｕ－１（ ）２
ｐ

≤ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）

注意到α≥２，１≤β≤４，当素数ｐ≥１７时，容易验证

ｐα－１·ｕ＋１（ ）２
ｐ

＋ ｐα－１·ｕ－１（ ）２
ｐ

＞ｐα（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）

矛盾．当α＝１时，由于ａ＋ｂ≡ａｐ＋ｂｐ ≡０（ｍｏｄ　ｐ），故ａ＋ｂ＝ｐｕ．由于

ｐ（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）＝ａｐ＋ｂｐ ≥ ｐ·ｕ＋１（ ）２
ｐ

＋ ｐ·ｕ－１（ ）２
ｐ

＝
（ｐ·ｕ＋１）ｐ＋（ｐ·ｕ－１）ｐ

２ｐ

经计算有（ｐ·ｕ＋１）ｐ＋（ｐ·ｕ－１）ｐ≥２ｐｐ（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１），矛盾．所以ａｐ＋ｂｐ 不可能含有素因子ｐ，则

ａｐ＋ｂｐ ＝ （２ｐ＋１）ｐ（８ｐ＋１）且１≤β≤４．首先证明ａｐ＋ｂｐ ＝ （２ｐ＋１）４（８ｐ＋１）不成立．由于ａ＋ｂ≡
ａｐ＋ｂｐ ≡ （２ｐ＋１）４（８ｐ＋１）≡１（ｍｏｄ　ｐ），设ａ＋ｂ＝ｔｐ＋１，由引理１可知

ａｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋（ ）ｂ ＝ （２ｐ＋１）４（８ｐ＋１）
ｔｐ＋１

，ｔｐ＋（ ）１ ＝１
所以ｔ＝８，即ａ＋ｂ＝８ｐ＋１．由于

（４ｐ＋１）ｐ＋（４ｐ）ｐ ＝
（８ｐ＋１）＋１（ ）２

ｐ

＋
（８ｐ＋１）－１（ ）２

ｐ

≤ａｐ＋ｂｐ ＝ （２ｐ＋１）４（８ｐ＋１）

注意到素数ｐ≥１７，显然有（４ｐ＋１）ｐ＋（４ｐ）ｐ ＞（２ｐ＋１）４（８ｐ＋１），矛盾，即ａｐ＋ｂｐ ＞（２ｐ＋１）４（８ｐ＋１）．
而当１≤β≤３时，显然（２ｐ＋１）４（８ｐ＋１）＞（２ｐ＋１）β（８ｐ＋１）＝ａｐ＋ｂｐ，矛盾．同理可证当ｐ≥１７时，

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β（６ｐ＋１）γ 与ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（４ｐ＋１）β（８ｐ＋１）γ，结论Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥１０ｐ＋１成立．
情况４　 若ａｐ＋ｂｐ 仅含有１个不等于ｐ的素因子ｑ，由（４）式可知，只须讨论以下４种情况：

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（４ｐ＋１）β

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（６ｐ＋１）β

ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（８ｐ＋１）β

若ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（２ｐ＋１）β 成立，当β≥５时，由引理２可知

Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥Ｓ（（２ｐ＋１）５）＝５（２ｐ＋１）≥１０ｐ＋１
　 当β≤４时，由 情 况３的 讨 论 可 知ａｐ ＋ｂｐ 中 不 可 能 含 有ｐ 的 方 幂，所 以 当α≥１时，ａｐ ＋ｂｐ ＝
ｐα（２ｐ＋１）β 且１≤β≤４不可能成立，故ａｐ＋ｂｐ ＝ （２ｐ＋１）β．

当β＝４时，即ａｐ＋ｂｐ ＝ （２ｐ＋１）４ 时，由ａ＋ｂ≡ａｐ＋ｂｐ ≡ （２ｐ＋１）４ ≡１（ｍｏｄ　ｐ），所以ａ＋ｂ＝

（ｍｐ＋１）ｎ．而ａ＋ｂ｜ａｐ＋ｂｐ，所以ａ＋ｂ＝ （２ｐ＋１）ｎ．由引理１可知（ａ
ｐ＋ｂｐ
ａ＋ｂ

，ａ＋ｂ）＝ （（２ｐ＋１）４－ｎ，

（２ｐ＋１）ｎ）＝１，所以ｎ＝０，４，即ａ＋ｂ＝１或ａ＋ｂ＝（２ｐ＋１）４＝ａｐ＋ｂｐ，这与（ａ，ｂ）＝１且ａ·ｂ＞１，ｐ≥１７
及ａｐ＋ｂｐ ＞ａ＋ｂ相矛盾．显然２ｐ＋１≤ａｐ＋ｂｐ ＝ （２ｐ＋１）β，由１≤β≤３及ｐ≥１７，经过计算知上述

不等式不成立．

３１第８期　　　　　石　鹏，等：Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数在数列ａｐ＋ｂｐ 上的一个新的下界估计



同理可证：ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（４ｐ＋１）β 或者ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（６ｐ＋１）β 或者ａｐ＋ｂｐ ＝ｐα（８ｐ＋１）β 时结论成立．
于是定理１得证．
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