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摘 要 对于给定的自然数 。 ,

著名的 Sm ar
a n d a

hc
e 函数 s( n) 定义为 s( n) = m in{ 。 :

。 任 N
,

ln 。 !}
.

本文主要 目的是利用初等方法研究 s( n) 的值分布性质
,

并给出了一些

有趣 的渐近公式
.
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1 引言及结论

对于给定的自然数 n
,

著名的 Sm ar an d ac he 函数 s( n) 定义为

S (n ) = m i n {m
:
m 任 N

,
n {。 ! }

.

令 p ( n ) 表示 n 的最大素因子
,

则易知 s (n )全 p (n )
.

E r d 6s [1 ] 指出
,

对大多数 n
,

S (。 ) = , ( n )
.

这

就意味着 N (x) 二 o( x)
,

这里 N (x) 表示满足 n 三 x 和 s( n) 并抓n) 的自然数 n 的个数
, x > 3

为实数
.

从 (S 司 的定义还可以得到如下的事实
:
令 p 为素数

,

则 S沙) = ;P 如果 n 笋 4 且 n 务熟

则 (S 司 < 。
.

由以上两个简单的性质
,

可以得到 (S n) 和 7r (x) 如下的一个关系式

[x l r 。 , 、 ,

_ , 、 , .

、 ,
、

l 。 气T` ) l
7T又x ) = 一 1 十 夕 }

—
}

一
l 几 l

几二 2 ` J
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其中 7 Tx ()表示不超过 x
的素数的个数

,

x[] 表示小于或等于
x
的最大整数

.

令 m 也是一个正整数
,

如果一个算术函数 f( n) 满足 f( m
·

n) 二 m ax {f( 。 )
,

f( n) }
,

这里

( 7n
,

n) = 1
,

我们便称 f( n) 为 S m ar
a

dn ac he 可乘函数
.

显然
,

S m ar
a n d ac he 可乘函数不是可乘函

数
.

因为当 p
,

q 为两个不同的素数时
,

f( aP q勺兴 f( aP ) f( q勺
.

由定义容易看出 s( n) 和 拭n) 均为

Sm a r a n d a e h e
可乘函数

.

在文 !2 }中
,

aT b i r e a
证明了一个关于 Sm a r a n d a e h e

可乘函数的有趣性

质
:

如果 f (n ) 是 Sm a r a n d a e h e
可乘函数

,

则 夕(n ) = m i n {f (d )
: d ! n

,

d 任 N }也是 S m a r a n d acj h e

可乘函数
.

设自然数 n 有标准素因数分解式 n 二 p了
` p护… p黔

,

我们定义一个新的 S m ar
a n d ac he

可乘函数 S M ( n ) 如下

S M (n ) = m二 { S M (尹了
多

)
: 乞= 1

,

2
,

…
, r
}

且

S M (尸了
!

) = a `p * ,

艺= 1
,

2
,

…
, r

·

事实上
,

S (n)
,

S M (n) 和 顽司 之间有着非常密切的关系
.

本文将用初等的方法研究 s( n) 和

s M (n) 的值分布性质以及这三个 Sm ar an d ac he 可乘函数之间的关系
,

并给出几个有趣的渐近公

式
,

即就是证明了如下的结论
:

定理 1 对任意实数
x 全 3

,

我们有如下的渐近公式

艺 ( S ( n ) 一 , (
n
) )

’ - 州登x) 号
3 In x

几 < x

其中 心(
s
)为 R ie m a n n z e t --a 函数

、
屏丝 、
~ 、 卜 _ 2

_ _

,

\ 1 1 1 芯 /

由定理 1不难看出
,

rE d 6 s
的断言不仅是正确的

,

而且存在 (S n) 一拭n) 的一个有趣的均方

值公式
.

定理 2 对任意实数
x 全 3

,

我们有如下的渐近公式

艺 (S M (n ) 一 , (n ) )
2 - 州昌x) 号

3 In x

+

可丝、
~ 飞 1 _ 2

_ _

,

\ 1 11 芯 /

从证明过程可以看出在绝大多数情况下 s( 司 和 S M (司 相等
.

2 几个引理

为了完成定理的证明
,

需要几个引理
:

引理 1 (i ) 如果 尹(n ) >

而
,

则 S ( n ) = S M (n ) = 刀(n ) :

(11) 如果 n 一哪
1夕(n ) 且 n 盖 < 尹: < 尹(n ) 三而

,

则 s ( n ) = s万 (n ) = 夕( n )
.

(111) 如果 n 一
呷

2
(n ) 且 n 盖< 尹(二 ) 三而

,

则 s (。 ) 一 s 材 (。 ) = 2P (n )
.

证明 我们只证明有关 s( 哟 的结果
,

关于 S M (n) 的结果可以类似地证明
.

(i) 令 n = p笋p护… p之1
`

域n)
,

则 p了
,

烤
, 二 p之I

` <

而
< 抓司

,

那么 可
!

l抓n) !
,

、 =

1
,

2
,

…
, r 一 z

,

所以 n }(p ( n ) )!
.

但是 p (n )寸(p ( n ) 一 l ) !
,

故 s ( n ) = p (n )
.

ii() 根据 m < n 告 < p l < 抓n)
,

利用同样的方法我们可以证明 s( n) = 抓n)
.

(111) 如果 n =
呷

2
(n ) 且 n 告 < p ( n ) 三伽

,

那么 。 < 尹2
( n )

.

又因为 尹2
(n ) I ( 2尹(n ) )!

,

所以

。 } (2P (n ))!
.

而 尹2
(n ) t (知 ( n ) 一 1)!

,

故 S (n ) = 2P ( n )
.

这样便证明了引理 1
.

引理 2 对任意实数
x 全 3

,

有如下估计

艺 ( S ( n ) 一 ; (n ) )
2 《 x 晋̀ n Z x 和 艺 (S M (n ) 一 , (n ) )

, << x 普In 2 x
.

几 < x

p (。 )兰。
告 p (。 )兰。

告
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证明 令 。 二 n; p了
` ,

则有 s (。 ) 二 m axj
i生述

二

m ax
: ` 、丛

二

{a
`p 、

}
,

则 S (n ) << p l n o
.

注意到
,

如果 a = i
,

{ S (p了
`

) } 三 m ax
l兰`三

r

{。
、夕、

}
.

令

那么 p = p (n )
,

故 S ( n ) 一 p (n ) =

艺 ( S (n ) 一 , ( n ) )
, << , , `n , 。 一

艺
, , `n , x

n < x

夕(。 )` n
去 ,三。 去

, , Z J。
即

2二二

夕三二

告

、JX一,ù<一、̀几

一
艺

, ,

艺 lnz
二 《 艺

二 ih Z 二 《 二号ih , .x

p三二
去 ” ` 六 ; 兰 x

去

这样便证明了引理 2
.

引理 3 令 p 为素数
,

艺

二 为正整数且 饥 三价
,

则有渐近公式

尸2 =

爪 , 三训漂…

证明 令 洲x) 为不超过

(见文 ! 3})
,

有

x2 哥

3m 是(I
n 二 一 In 。 )

、 。

厂
_

x ` 、
一 飞

_

李 , _ _ 2 2气全
一

1

\ “ ` “ ` , `
V 石 /

x
的素数的个数

.

注意到 袱x) 二 击 + O (i声万 )
,

由 A be l 恒等式

艺 声
二 , 三亨万

/ 厂万入 x

二 7T { 、 /一 J一 一 万 (m ) m
`
一 2

\ V IT乙 / 了 Ì 护
井 (̀ ,̀ “ `

X Z 乙 X Z

二号ih v
儒 3 m登ih 、

低
`

、 。
厂

_ x , 、
一 1

_ _ _ 墓 1_ Z f花一 口

\ “ “ `” V 石 /

_ 一
.

止丝一一
-

+ o

一 3二是(一
n x 一 In m )

厂
_

摊 、
龟

_ _

要 1 _ _ 2 厂 f 口

\ “
` “ “ `

丫石 /

这样便证明了引理 3

、 1,/、、J
了、

、产
、

、
矛

11,山nj4
产

l、
了

l、
护
了.吸、产`

.

、

3 定理的证明

这节完成定理的证明
.

首先证明定理 1
.

所以
,

结合引理 1 和引理 2
,

有

艺 (S ( n ) 一 ; (
n
) )

2

从引理 1 (11)知
:
如果 p (二 ) >

而
,

则 s (n )一尹(n ) = o

一
艺 ( s (。 ) 一 ; (“ ) )

, +

几 < J

艺 ( S (n )一 , (n ))
’

p (。 ) > 侧节

几 < x

p (、 )丛 v 气

一
艺 ( S (n ) 一 ; (“ ) )

,

几 < 工

p (。 )三、 币:

一
艺 ( S (。 ) 一 , (n ) )

, +
艺 ( S (。 ) 一 , (。 ) )

,

几 < 工 几 < 岔

p (几 )丛几
。去< ; (。 )三而

一
艺 ( S (n ) 一 , (。 ) )

2 + O (
x 考̀ n , x

) (5 )
几 <劣

。 去< ; (。 )`而
注意到

,

当 n 告 < 抓司 三而 时
,
二 只有如下的几种情况

:
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( 1 ) 。 =
mp

Z
(n ) ;

( 2 ) n = 呷
1夕(n )

,

其中 n 告 < 尹: < 尹(n ) ;

(3 ) n =
呷 (n )

,

且 尹(m ) 三 n 去
.

对于第 (3 ) 种情况
,

如果 (S n) = 可n)
,

则和式为零 ; 如果 (S n) 尹抓n)
,

则必存在 p叫 m
,

a 全 2 且 aP > 拭n)
,

那么必有 p < 舫
.

故按照引理 2 的估计方法
,

同样可以估计第 (3 ) 种情况

下和式的阶不超过 声 In “ x ,

所以从引理 1 ii( i)
,

有

艺 (s (。 ) 一 , (“ ) )
2

几 <宝

(6 )

。 合 < ; (。 )三而
一

艺 ( s (呷
2
) 一 尹 (呷

2
) )

“

( 7)
饥 p Z二 x

(。 ; 2 )去< ; 兰训不舜

艺 ( S (呷
1 , 2

) 一 , (呷
l , 2

) )
2 + O (

x 音In , x

) (s )

m p l p Z兰x

(饥 ; l , 2 )去< , , < , 2三 v巧可 ,玉了歹

一
艺

, , + O (
x 号, n Z x

) ( 9 )

二 p Z丛 x

(。洲告
< , `了;而百

一
艺 艺

; 2 + O (
x 鲁 ,n , x

) ( 10 )
1

” 王 <劣百 m Z < p Z三斋

现在利用引理 3
,

可以得到

艺 艺
。 < 二去爪

2 <沪丛景

一 了 x2 登
_

了 声 \\
们 `

= 、 I

_
丰 t ) l

—
1 1 门 I 、

“
;

、 3。 号(I
n x 一 In 。 )

’

一

、二贵In Z 、

德…/ /
下刀 < X 3

、、了口、卫J户q山QJ,1,1
心了.、产了叹
、

、 、,户/
r

一X艺
亨不子石< , 三

二 磊 )
十 ·

(
寿

’ `
-

一 饥 /
In Z

e

了/百户...、、

O+黑 又
0 1 1 1艺

一仇 < e们石王

。 广 1 3 、 _要 /
_ _

婆 、

` 气 气万 )山 ` _ I 笛 ` 、

一二二三 二

一
丰 t ) I

—
l

Q l~ ~
’

~ ! 1 2 ,
.

J 止 1 1 汤 \ 1 11 苏 /

结合 ( 5 )
,

( 10 ) 以及 (1 3 ) 式
,

便可以得到渐近公式

艺 (s (n ) 一 ; (n ) )
’ -

几 < x

。 广 了 3 、 _ 具 z _ 婆 、

` 从吸布 )山 ` _ l 涛 ` 、

一二二乏二一一- 牛 f ) l

—
l

q l , ~
’

~ 、 一 _ _ 2
_ _

矛
J 上1 1 山 \ 1 11 沂 /

这样便完成了定理 1 的证明
.

利用相同的方法还可以证明定理 2
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