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Smarandache函数的几个性质
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摘　要:　对于任意给定的正整数 n ,著名的 Smarandache 函数 S(n)定义为

S(n)=min{m∶m ∈ N ,n|m !}.

利用初等方法和解析方法研究函数 S(n)的有关性质 ,并给出了一些有趣的渐近公式.
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The Properties of the Smarandache Function

YANG Cun-dian ,LI Chao , LIU Duan-sen
(Department o f Mathematics and Computing S cience , Shangluo College , Shangluo 726000 , China)

Abstract:　Given a positive integer n , the definition of the famous Smarandache function is:S(n)=min{m∶m ∈

N , n|m!}.The main purpose of this paper is to study the properties of the Smarandache function by using the ele-

mentary and analy tic methods and to give some interesting asymptotic fo rmulas.
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1　预备知识

对于任意一个正整数n ,著名的F.Smarandache

函数 S(n)定义为最小的正整数 m ,使得 n|m !,即

S(n)=min{m∶m ∈ N ,n|m !}.从 S(n)的定义人

们容易推出如果n =p
α
11 p
α
22 , … ,p

α
rr 表示n的标准分

解式 ,那么 S(n)=max
1≤i≤n
{S(p

α
i
i )}.由此 ,不难计算出

S(1)=1 ,S(2)=2 ,S(3)=3 ,S(4)=4 ,S(5)=5 ,

S(6)=3 , S(7)=7 ,S(8)=4 , S(9)=6 ,S(10)=

5 ,S(11)=11 , S(12)=4 ,S(13)=13 ,S(14)=7 ,

S(15)=5 ,S(16)=6 , ….关于 S(n)的性质 ,许多

学者进行了研究 ,获得不少有趣的结果[ 1 ～ 5] .例如 ,

Yu Yaming研究了一类包含S(n)方程的可解性[ 3] ,

证明了该方程有无穷多组正整数解 ,即证明了对任

意正整数 k ≥2 , 方程 S(m1 +m2 +… +mk)=

S(m1)+S(m2)+…+S(mk)有无穷多组正整数解

(m1 ,m2 , …,m k).

Jozsef Sando r
[ 3]
进一步证明了对任意正整数

k ≥2 , 存在无穷多组正整数解(m1 ,m2 m , …, mk),

满足不等式

S(m1 +m2 +…+mk)>S(m1)+S(m2)+…+S(mk),

同时 ,又存在无穷多组正整数解(m1 ,m2 , …,m k),满

足不等式

S(m1 +m2 +…+mk)<S(m1)+S(m2)+…+S(mk).

此外 ,徐哲峰获得了有关 S(n)的一个结果
[ 6]
,即证

明了渐近公式

∑
n≤x
(S(n)-p(n))2 =

2ζ
3
2

x
3
2

3lnx
+O

x
3
2

ln2
x
,

其中 p(n)表示 n的最大素因子 ,ζ(s)表示 Riemann

Zeta-函数.

下述研究了函数 S
2
(n)和

S
2(n)
n
的均值 ,并得

到几个有趣的渐近公式 ,证明结论:

定理 1　对任意实数 x ≥2 ,有近似公式

∑
n≤x

S
2
(n)=

ζ(3)x 3

3lnx
+O

x
3

ln
2
x
.

定理 2　对任意实数 x ≥2 ,有近似公式

∑
n≤x

S
2(n)
n

=ζ(3)x
2

3lnx
+O

x
2

ln2
x
.
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2　几个引理

为了完成定理的证明 ,需要以下引理:

引理 1　对于任意正整数 n

(ⅰ)如果 p(n)> n ,则 S(n)=p(n);

(ⅱ)如果n =mp 1p(n),且 n
1
3 <p1 <p(n)<

n ,则 S(n)=p(n);

(ⅲ)如果 n =mp(n),且 n
1
3 <p(n)< n ,则

S(n)=2p(n),

其中 p(n)表示 n的最大素因子函数.

证明见文献[ 6] .

引理 2　对于任意实数 x ≥2有如下估计

∑
n≤x

p(n)≤ n

S
2(n) x

2 ln2
x .

证明 　使用 Eele r′s[ 7] 求和公式可以得到

∑
n≤x

p(n)≤ n

S
2
(n) ∑

n≤x

nln
2
n =∫

x

1
tln

2
tdt +

∫
x

1
(t -[ t] )(t ln

2
t)

1
dt+

xln
2
x(x -[ x]) x

2
ln

2
x. (1)

引理3　令 p为素数 ,m为正整数且m ≤x
1
3 ,则

有渐近公式

∑
m≤p≤ x

m

p
2 = 2x

3
2

3m
3
2(lnx -lnm)

+O
x

3
2

m
3
2 ln

2 x
m

,

证明见文献[ 6] .

3　定理的证明

首先证明定理 1 ,我们定义集合 A 和B

A ={n|n ≤ x , p(n)≤ n},

B ={n|n ≤ x , p(n)> n},

同样 ,利用 Abel′s[ 7 , 8] 求和公式和引理 1可以得到

∑
n∈B

S
2
(n)= ∑

n≤x

p(n)> n

p
2
(n)=∑

n≤ x
∑

n≤p≤ x
n

p
2
=

∑
n≤ x

x
3

3n
3
ln x

n

+O
x
3

n
3
ln

2 x
n

,

因为 ∑
n≤ x

1
n
3 =ζ(3)+O

1

x
3
2
,

所以

∑
n≤x

p(n)> n

S
2
(n)=

ζ(3)x3

3lnx
+O

x
3

ln
2
x
, (2)

由式(1)、式(2)可得

∑
n≤x

S
2(n)= ∑

n≤x

p(n)≤ n

S
2(n)+ ∑

n≤x

p(n)> n

S
2(n)=ζ(3)x

3

3ln x
+O

x
3

ln2
x
+O(x2 ln2

x)=ζ(3)x
3

3lnx
+O

x
3

ln2
x
.

其次证明定理 2 ,应用 Abel′s求和公式得

∑
n≤x

S
2(n)
n

= 1
x ∑n≤x

S
2(n)+∫

x

1

1
t
2 ∑

n≤t
S

2(n)dt = 1
x
ζ(3)x

3

3ln x
+O

x
3

ln2
x
+∫

x

1

1
t
2
ζ(3)t

3

3lnt
+O

t
3

ln2
t

dt =

ζ(3)x
2

3ln x
+O

x
2

ln2
x
+∫

x

1

ζ(3)t
3lnt

dt +O∫
x

1

t
ln2

t
dt =ζ(3)x

2

3ln x
+O

x
2

ln2
x
.

综上完成定理的证明.
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