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Smarandache 函数的均值分布性质
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摘 要:定义了 Smarandache 函数 s( n) 和函数 z( n) ，并给出了他们的混合均值。
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1 引言和结论

定义 对于给定的自然数 n，著名的 Smaran-
dache 函数 s( n) 定义为:

s( n) = min{ m: m∈N，n |m! } ，并且我们还定义

了函数 z( n) 为:

z( n) = min{ k: n≤k( k + 1) /2}。
在文献［1］中，Smarandache 教授让我们研究函

数 s( n) 的性质。关于 s( n) 的初等性质很多学者进

行过研究，并且取得了一系列的结果，参阅文献［1，

6］。例如，文献［2］证明了如果 n 是一个素数，那么

sL( n) = s( n) ，这里 sL( n) 是 Smar － andache LCM 函

数，定义为:

sL( n) = max{ pα11 ，pα22 ，…，pαγγ }。
并且还提出了下面的问题: sL( n) = s( n) ，s( n) ≠n?

文［3］则完全解决了这个问题。但是到目前为止没

有人研究过 s( n) 和 z( n) 的混合均值问题至少我们

还没有看到任何相关的论文，这篇文章中我们将用

初等的方法去研究 s( z( n) ) 的均值性质，并且给出

了一个有趣的渐近公式，即证明了以下的结论:

定理 设 k2 为给定的正整数，则对任意实

数 x1，有渐近公式:


n≤x

s( z( n) ) = π
2
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为了证明这个定理引入以下几个引理:

2 引理及其证明

引理 1 对于任意的正整数 α，有: s( pα ) ≤αp，

特别当 α≤p 时有 s( pα ) = αp，且 p 是素数。
引理 2 对于任意的正整数 n，设 n 的标准分解

式为 n = pα11 pα22 …pαkk ，则我们有:

s( n) = max
1≤i≤k

{ s( pαii ) }。

引理 3 如果 p( n) ＞槡n，则有 s( n) = p( n) 。

引理 4 设 p 为素数，m 为正整数且 m≤ 2槡 x，

则有渐近公式:


m ＜ p≤ 2槡 x

m
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证明:设 π( x) =
p≤x

1，即 π( x) 为不超过 x 的素

数的个数，利用 Abel 求和公式、分部积分法以及素

数定理可得到:


m ＜ p≤ 2槡 x

m

p2 = 2x
m2·π(

2槡 x
m ) －m2π( m) － ∫

2槡 x
m

m
2y·π( y) dy
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其中 bi 为可计算的常数。

3 定理的证明

证明:在和式
n≤x

s( z( n) ) 中，注意到当

( m － 1) m
2 + 1≤n≤( m + 1) m

2 时都有 z( n) = m，

也就是说方程 z( n) =m 有 m 个解，即

n = ( m － 1) m
2 ，

( m － 1) m
2 + 2，…，

( m + 1) m
2 。

由于 n≤x，所以由函数 z( n) 的定义可知当

z( n) =m 时，m 满足:

1≤m≤ 8x槡 + 1 － 1
2 ，于是有
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现在我们将所有 1≤m≤xο 分成两个集合 U 和

V 如下:

U = { m: m≤xο，p( n) ≤槡m} ，

V = { m: m≤xο，p( n) ＞槡n}。
其中 p( n) 为 n 的最大素因子。
由 s( n) = max

1≤i≤k
{ s( pαii ) } 及集合 U 的定义可知，

对任意的正整数 m∈U，当 m 的标准分解式为 m =
pα11 pα22 …pαrr 时有:

s( m) = max{ s( pαii ) } ≤max
1≤i≤k

{ αi pi}≤槡mlnm。

于是我们可以得到:
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当 m∈V 时，设 m =m1p，这里 m1 ＜槡m ＜ p。
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注意到
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6 ，并结合( 1) 式可得:
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其中 ai 为可计算的常数。由集合 U 及 V 的定

义并综合( 2) 和( 3) 可得:
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其中 ai ( i = 2，3，…，k) 为可计算的常数，于是完

成了定理的证明。
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Abstract: Smarandache function s( n) and an function z( n) was defined，and an asymptotic formuler was given．
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