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摘 要: 在 Smarandache 可乘函数的基础上，定义了一个新的可乘函数，利用初等数论的方法，通过猜测、归纳得出了其

和函数的几个重要结论．
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1 引言及主要结论

罗马尼亚著名的数论专家 Smarandache 教授引入了一类新的可乘函数，被称之为 Smarandache 可乘函

数，其定义为: f( 1) = 1，对于任意的正整数 n ＞ 1，若 n = p1 α1p2 α2…ps
αs 为 n 的标准分解式，则有 f( n) =

max{ f( p1 α1 ) ，f( p2 α2 ) ，…，f( ps
αs ) } ． 许多专家和学者都研究了它的性质，得到了一些好的结果［1－4］．

现在我们定义函数: f( pα ) = αp，显然这是一个新的可乘函数，并取其和函数，记为 Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

．

在大量研究的基础上，我们已经证明了这个结果的几个简单情况［5－8］，本文在前期研究的基础上，对结果

的情况进行了推广，于是我们提出下面的定理．

定理 1 设 n 为任意正整数，Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

，当 n≠ 1，24 时，则有:

( 1) 若 n 的标准分解式为 pα11 pα22 …pαss p，pα11 ＜ pα22 ＜ … ＜ pαss ＜ p，且 p，pi 为素数，i = 1，2，…，s 时，

Smd( n) 不是正整数;

( 2) 若 n 的标准分解式为 p1p2…ps，p1 ＜ p2 ＜ … ＜ ps，pi 为素数，i = 1，2，…，s时，Smd( n) 不是正整数．

2 定理的证明

显然，由定义当 n = 1，24 时，Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

为整数，所以以下假设 n≠ 1，24．

对于定理 1，当 n = pα11 pα22 …pαss p，pα11 ＜ pα22 ＜ … ＜ pαss ＜ p，p，pi 为素数，i = 1，2，…s 时，

Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

=∑
d | np

1
f( d)

+∑
d | np

1
f( dp)

=∑
d | np

1
f( d)

+∑
d | np

1
p

=∑
d | np

1
f( d)

+
( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1)

p ．

若令∑
d | np

1
f( d)

= ν
μ

，则

Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

= ν
μ

+
( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1)

p =
νp + μ( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1)

μp
．

假设 Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

=
νp + μ( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1)

μp
= M，M 为正整数． 则有
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p | ( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1) ，

即存在一个( αi + 1) ，i = 1，2，…，s 使得 p | ( αi + 1) ，由整除的性质可得 αi + 1 ≥ p，即 αi ≥ p － 1．
又 n = pα11 pα22 …pαss p，pα11 ＜ pα22 ＜ … ＜ pαss ＜ p，p，pi 为素数时，对于 pαii 有

f( pαii ) = αi pi ≥ ( p － 1) pi ＞ p．
这与当 pα11 ＜ pα22 ＜ … ＜ pαss ＜ p 时，f( pαii ) ＜ f( p) = p 矛盾，所以假设不成立．

故 Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

=
νp + μ( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1)

μp 不是正整数，即

Smd( n) =∑
d | n

1
f( d)

=∑
d | np

1
f( d)

+
( α1 + 1) ( α2 + 1) …( αs + 1)

p

不是正整数．
对于( 2) ，当 n = p1p2…ps，p1 ＜ p2 ＜ … ＜ ps，pi 为素数 i = 1，2，…，s 时，则有

f( n) = f( p1p2…ps ) = max{ f( p1 ) ，f( p2 ) ，…，f( ps ) } = f( ps ) = ps ．

令 n = p1p2…ps = n1ps

则有 Smd( n) = Smd( p1p2…ps ) =∑
d | n

1
f( d)

=∑
d | n1

1
f( d)

+∑
d | n1

1
f( dps )

=∑
d | n1

1
f( d)

+∑
d | n1

1
ps

=∑
d | n1

1
f( d)

+
d( n1 )
ps

=∑
d | n1

1
f( d)

+ 2 s－1

ps
= … =∑

s

i = 1

2 i －1

pi
．

假设 Smd( n) = Smd( p1p2…ps ) =∑
s

i = 1

2 i －1

pi
= M，M 为正整数．

又由 s ＞ 1，则 ps 为奇素数，所以∑
s

i = 1

2 i －1

pi
－ M = 2 s－1

ps
．

即可得 p1p2…ps· ∑
s

i = 1

2 i －1

pi
( )－ M = p1p2…ps－1·2 s－1 ．

显然上式左边可以被 ps 整除，而右边不能被 ps 整除，这是矛盾的．
故 Smd( n) = Smd( p1p2…ps ) 不是正整数．
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A Ｒesult of the Smarandache Multiplicative Function
MEN Ya-ling

( Department of Basic Science，Xianyang Vocational and Technical College，Xianyang 711200，China)

Abstract: On the Smarandache multiplicative function，a new multiplicative function is defined． Using the elementary methods
of the number theory，the paper obtained several important conclusions with the relations of the function by guessing and inducting．
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