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Smarandache 对偶函数次幂的均值
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［摘 要］对于任意的正整数 n，Smarandache 对偶函数定义为最大的正整数 m 使得 m! | n，即 S* ( n) = max{ m: m! | n，m
∈N}。本文的主要目的是利用初等的方法研究 Smarandache 对偶函数 k 次幂的均值性质，并且给出一个较强的渐近公式。
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一、引言

对于任意的正整数 n，Smarandache 对偶函数定

义为最大的正整数 m 使得 m! | n，即 S* ( n) = max
{ m: m! | n，m∈N}。例如 S* ( 1 ) = 1，S* ( 2 ) = 2，

S* ( 3) = 1，S* ( 4 ) = 2，S* ( 5 ) = 1，S* ( 6 ) = 3，S*

( 7) = 1，S* ( 8) = 2，S* ( 9) = 1，S* ( 10) = 2，S* ( 11)

= 1，S* ( 12) = 3，S* ( 13) = 1，S* ( 14 ) = 2，S* ( 15 )

= 1，……。这一函数是由罗马尼亚数论专家 Jozsef
Sandor［1］教 授 引 入 的，文 献［1］中 介 绍 了 Smaran-
dache 对偶函数的一些基本性质，并且获得了一系列

有趣的结果。在文献［2］中，Jozsef Sandor 提出了一

个猜想:

S* ( ( 2k － 1) ! ( 2k + 1) ! ) = q － 1，

其中 k 是一个正整数，q 是 2k + 1 后的第一个素

数。这一猜想已经被乐茂华教授［3］证明。
许多学者都对 Smarandache 对偶函数的性质进

行了研究，参见文献［4 － 6］。例如，在文献［4］中，

薛舍姣研究了 S* ( n) 的均值性质，并且给出了一个

渐近公式


n≤x

S* ( n) = ( e － 1) x + O ln2x
( lnlnx)( )2 ( 1)

以及等式


∞

n = 1

( S* ( n) ) k

ns = ζ( s) ·
∞

n = 1

nk － ( n － 1) k

( n! ) s

和


∞

n = 1

1
S* ( n) ns

= ζ( s) · 1 －
∞

n = 1

1
n( n + 1) ( ( n + 1) ! )( )s ，

其中 e 为常数，ζ( s) =
∞

n = 1

1
ns 为 Ｒiemann － zeta 函

数。

李洁研究了级数
∞

n = 1

S* ( n)
ns 的收敛性质，并且得

到了一个有趣的等式


∞

n = 1

S* ( n)
ns = ζ( s) ·

∞

n = 1

1
( n! ) s， ( s ＞ 1) 。

本文我 们 主 要 利 用 初 等 方 法 研 究 了 Smaran-
dache 对偶函数次幂的均值性质，并且得到如下渐近

公式:

定理: 对任意满足 x ＞ 1 的实数，我们有渐近公

式


n≤x

( S* ( n) ) k

= x·
∞

m = 1

mk + 1

( m + 1) !
+ O lnk + 1x

( ln lnx) k( )+ 1 ．

我们令 k = 2，则有以下结论:

推论: 对于 Smarandache 对偶函数的二次幂，我

们有渐近公式
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n≤x

( S* ( n) ) 2 = ex + O ln2x
( ln lnx)( )2 ，

其中 e = 2． 718281828459 为一常数。
二、定理的证明

在这部分，我们利用初等方法来完成定理的证

明。对任意的正实数 m，由 Stirling 公式( 参见文献

［3］的定理 3． 3． 1) 我们知道

ln( m! ) =
m

k = 1
lnk =mlnm －m + O( 1) ( 2)

对任意的实数 x ＞ 1，我们令 s 为满足 s! ≤x ＜
( s + 1) ! 的正整数。则由( 2) 式我们可以推导出

s = lnx
ln lnx + O lnx

( ln lnx)( )2 ．

由函数 S* ( n) 的定义以及以上的估计，我们有


n≤x

( S* ( n) ) k = 
m!≤x


n≤x

S* ( n) = m

mk

= 
m!·n≤x
m + 1! /n

mk = 
m!≤x

mk 
n≤ x

m!
m + 1! /n

1

= 
m!≤x

mk 
n≤ x

m!

1 － 
n≤ x

( m + 1) !

( )1

= 
m!≤x

mk mx
( m + 1) !

+ O( 1( ))

= x·
m!≤x

mk + 1

( m + 1) !
+ O 

m!≤x
m( )k

= x· 
m!≤ lnx

ln lnx

mk + 1

( m + 1) !
+ O lnkx

( ln lnx) k·
lnx

ln ln( )x
+ O lnkx

( ln lnx) 2k·
lnx

ln ln( )x
= x·

∞

m = 1

mk + 1

( m + 1) !
+ O x·

m! ＞ x

mk + 1

( m + 1( )) !

+ O lnk + 1x
( ln lnx) k( )+ 1

= x·
∞

m = 1

mk + 1

( m + 1) !
+ O lnk + 1x

( ln lnx) k( )+ 1 ，

证毕。
当 k = 1 时，我们有


n≤x

S* ( n)

= x·
∞

m = 1

m2

( m + 1) !
+ O ln2x

( ln lnx)( )2

= x·
∞

m = 1

［( m + 1) － 1］2

( m + 1) !
+ O ln2x

( ln lnx)( )2

= x·
∞

m = 1

( m + 1) 2

( m + 1) !
－ 2( m + 1)

( m + 1) !
+ 1

( m + 1[ ]) !

+ O ln2x
( ln lnx)( )2

= x·
∞

m = 1

( m + 1)
m!

－ 2
m!

+ 1
( m + 1[ ]) !

+ O ln2x
( ln lnx)( )2

= x·
∞

m = 1

1
( m － 1) !

+ 1
m!

－ 2
m!

+ 1
( m + 1[ ]) !

+ O ln2x
( ln lnx)( )2

= x· 
∞

m = 1

1
( m － 1) !

－ 
∞

m = 1

1
m!

+ 
∞

m = 1

1
( m + 1( )) !

+ O ln2x
( ln lnx)( )2

= x·［e － ( e － 1) + ( e － 2) ］+ O ln2x
( ln lnx)( )2

= ( e － 1) x + O ln2x
( ln lnx)( )2 ( 3)

( 3) 式满足( 2) 式的结论，也就验证了我们的定

理。
下面来证明我们的推论，令定理中的 k = 2，则

有


∞

m = 1
( S* ( n) ) 2

= x·
∞

m = 1

m3

( m + 1) !
+ O ln3x

( ln lnx)( )3

其中
∞

n = 0

1
n!

= e，所以


∞

m = 1

m3

( m + 1) !
= 

∞

m = 1

［( m + 1) － 1］3

( m + 1) !

= 
∞

m = 1

( m + 1) 3 － 3( m + 1) 2 + 3( m + 1) － 1
( m + 1) !

= 
∞

m = 1

( m + 1) 2

m!
－ 3( m + 1)

m!
+ 3
m!

－ 1
( m + 1[ ]) !

= 
∞

m =1

m2 +2m +1
m!

－ 3
( m －1[ ) !

－ 3
m!

+ 3
m!

－ 1
( m +1 ]) !

= 
∞

m =1

m
( m －1) !

+ 2
( m －1) !

+ 1
m[ !

－ 3
( m －1) !

－ 1
( m +1 ]) !

= 
∞

m = 1

m － 1
( m － 1) !

+ 1
( m － 1) !

－ 1
( m － 1[ ) !

+ 1
m!

－ 1
( m + 1 ]) !

= 
∞

m = 1

1
( m － 2) !

+ 1
m!

－ 1
( m + 1[ ]) !

= 
∞

m = 1

1
( m － 2) !

+ 
∞

m = 1

1
m!

－ 
∞

m = 1

1
( m + 1) !
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= ( － 1 + e) + ( e － 1) － ( e － 2)

= e，
根据上式，我们有


n≤x

( S* ( n) ) 2

= x·
∞

m = 1

m3

( m + 1) !
+ O ln3x

( ln lnx)( )3

= ex + O ln3x
( ln lnx)( )3 ．

由此我们完成了推论的证明。
根据以上方法，对于任意的满足 k≥3 的整数，

我们均可以计算出
n≤x

( S* ( n) ) k 的渐近公式，由于

过程比较繁琐，我们在此就不一一赘述了。
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On the K － th Mean Value of Smarandache Dual Function
LI Fan － bei

( Inner Mongolia University of Finance and Economics，Hohhot 010070，China)

Abstract: For any positive integer，the Smarandache dual function is defined as the greatest positive integer m!

| n． That is S* ( n) = max{ m: m! | n，m∈N} ． The main purpose of this paper is using the elementary method to
study the k － th mean value of Smarandache dual function，and give an asymptotic formula for it．
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