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摘要　对于任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数ｓ＊（ｎ）定义为使得ｍ！／ｎ最大的正整

数ｍ，利用初等方法研究了关于对偶函数∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ），并给出了一个计算公式。
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　　Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数是由罗马尼亚著名数论专家

Ｊ．Ｓａｎｄｏｒ在文献［１］中 首 次 提 出 的，并 研 究 了 它 的

各种初等性质，获得了一系列重要结论。关于这个

问题，不少学者也做过研究，并且得到了一些有意义

的结论。文献［２］中，李洁研究了一个包含ｓ＊（ｎ）的

无穷级数的敛散性，并获得了一个恒等式。即就是

对任意的实数α≤１，无穷级数∑
∞

ｎ－１

ｓ＊（ｎ）
ｎα

是发散的，

当α＞１时，是收敛的，而且：∑
∞

ｎ－１

ｓ＊（ｎ）
ｎα ＝ζ（α）·

∑
∞

ｎ＝１

１
（ｎ！）α

，式中ζ（α）是Ｒｉｅｍａｎｎ－ｚｅｔａ函数。注意到

ζ（２）＝
π
６
，ｌｉｍ
ｓ→１
（ｓ－１）ζ（ｓ）＝１，及∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ！＝ｅ－１，由

上式可以推出：∑
∞

ｎ－１

ｓ＊（ｎ）
ｎ２ ＝π

２

６∑
∞

ｎ＝１

１
（ｎ！）２

，此外，文

献［３］中，还利用初等方法获得了较强的渐近公式：

∑
ｎ≤－１
ｓ＊（ｎ）＝（ｅ－１）ｘ＋ｏ（Ｉｎ

２（ｘ）
（ＩｎＩｎｘ）２

）。；文献［４］给出

了一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数的方程所有正整

数解，文献［５］给出了一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的

对偶方程的正整数解。关于这一函数以及有关内容

也可以参阅文献［６～８］。
本文利用初等方法研究Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ），并给出了一个计算公式。

１　 定理及结论

定理 　 对于正整数ｎ，关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶

函数∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）的计算公式为：



∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝

（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１），　　　　　　ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，ｐｉ 是奇素数

（２α＋１）（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）， ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，ｐ１ ≠３
（２α＋１＋α１＋３αα１）（α２＋１）…（αｋ＋１）， ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，ｐ１ ＝３，α＝１，
烅
烄

烆 ２
式中：ｐｉ 为互不相同的奇素数；αｉ，α是正整数。

２　 定理的证明

对于任意正整数ｎ，当ｎ为奇数时，此时对任意ｄ／ｎ，显然２！不整除ｎ，所以ｓ＊（ｄ）＝１，则∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝

∑
ｄ／ｎ
１＝ｄ（ｎ），ｄ（ｎ）表示Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ除数函数。因此，分以下几种情况来讨论，为了方便，令ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 为

ｎ的标准素因子分解式，式中ｐｉ 为奇素数。

２．１　ｎ＝ｐα１１ｐ２α２…ｐｋαｋ

　　∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／ｐα１１ ｐ
α２２ …ｐαｋｋ

１＝ｄ（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ）＝ （α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）。

２．２　ｎ＝２ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ
１）当ｐ１ ≠３时，则有：

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／ｐα１１ ｐ
α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＝ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

１＋ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

２＝３ｄ（ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ）＝３（α１＋

１）（α２＋１）…（αｋ＋１）。

２）当ｐ＝３时，则有：

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（ｄ）＋ ∑
ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＝ （α１ ＋１）（α２ ＋１）…（αｋ ＋１）＋ ∑
ｄ／ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋

∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２×３ｄ）＋…＋ ∑
ｄ／ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２×３α１ｄ）＝（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋２（α２＋１）…（αｋ＋１）＋３α１（α２

＋１）…（αｋ＋１）＝ （４α１＋３）（α２＋１）…（αｋ＋１）。

２．３　ｎ＝２２　ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ
１）当ｐ１ ≠３时，则有：

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／ｐα１１ ｐ
α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（４ｄ）＝（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋２（α１＋

１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋２（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＝ 　５（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）。
２）当ｐ１ ＝３时，则有：

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（ｄ）＋ ∑
ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋ ∑
ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（４ｄ）＝ （α１ ＋１）（α２ ＋１）…（αｋ ＋１）＋

∑
ｄ／ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２×３ｄ）＋…＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２×３α１ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（４ｄ）＋…＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（４

×３α１ｄ）＝（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋２（α２＋１）…（αｋ＋１）＋３α１（α２＋１）…（αｋ＋１）＋２（α２＋１）…（αｋ＋１）

＋３α１（α２＋１）…（αｋ＋１）＝ （７α１＋５）（α２＋１）…（αｋ＋１）。

２．４　ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ
１）当ｐ１ ≠３时，则有：

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／ｐα１１ ｐ
α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋…＋ ∑
ｄ／ｐα１１ ｐ

α２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２αｄ）＝ （α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋

２α（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＝ （２α＋１）（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）。

２）当ｐ１ ＝３，α＝１，２时，则有：

∑
ｄ／ｎ
ｓ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（ｄ）＋ ∑
ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋…＋ ∑
ｄ／３α１　ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２αｄ）＝ （α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋

∑
ｄ／ｐα２２ …ｐαｋｋ

ｓ＊（２ｄ）＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２×３ｄ）＋ … ＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２×３α１ｄ）＋ … ＋ ∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２αｄ）＋ … ＋
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∑
ｄ／ｐ２

α２…ｐｋ
αｋ

ｓ＊（２α×３α１ｄ）＝（α１＋１）（α２＋１）…（αｋ＋１）＋２α（α２＋１）…（αｋ＋１）＋３αα１（α２＋１）…（αｋ＋１）＝（２α

＋１＋α１＋３αα１）（α２＋１）…（αｋ＋１）。
这样就完成了定理的证明。

３　结语

在１９９１年美国研究出版社出版的《只 有 问 题，
没有解答》一书中，Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授提出了１０５
个关于特殊数列、算术函数等未解决的数学问题及

猜想，而Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对 偶 函 数 就 是 其 中 一 类 函

数，关于此函 数，不 少 学 者 专 家 对 此 进 行 了 深 入 研

究，并得到了具有理论价值的研究成果。本文通过

对对偶函数的研究，得到了此计算公式，更方便进一

步研究包含对偶函数的其它问题，并探讨其他Ｓｍａ－
ｒａｎｄａｃｈｅ函数的对偶函数的一些性质与结论。
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