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摘 要 对于给定的自然数 二
,

S m ar
a n d ac he 幂函数 S 尸 ( n) 定义为 S尸 (n) = m ilr {。

:

川 。 饥
,

二任N
_

}
.

本义研究了这个函数的均值分布性质
,

并利用解析方法得到了 Sm ar
a n -

d a c h e 幂函数的一个较强的均值公式
.
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1 引言及结论

对于给定的自然数 n
,

Sm ar a n d ac h e 幂函数 S p (n) 定义为

S 尸 (:n) 二 m in {。
:
ln 二 m 7n 〔 N }

.

当 n 取遍 自然数序士
,

由 s p (n ) 便得至IJ了如下的一个数列
: 1

,

2
,

3
,

2
,

5
,

6
,

7
,

4
,

3
,

10
,

11
,

6
,

13
,

14
,

15
,

4
,

17
,

6
,

1 9
,

1 0
,

… 在文 ! 1{
’
和

,

S m a r a n d a e h e 教授让我们研究数列 { S p (n ) } 的性质
一

从

s 尸 (。 ) 的定义很容易得到
:

如果 n 是 一个素数的方幂即 n = p
a ,

则有

女[l果

如果

女「l果

女「果

1 三 a 三 P ;

p + 1 三 a 三 2沪;

2尸 + 1 三 a 三 助
” ;

(a 一 1 )aP
一 1 + 1 三 a 三 aP
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三认 那么 S 尸 (n) 一 U (司
,

其

中 U ( n ) 一 H川
, `
井 令 八 表示所有具有这个性质的 n 的集合

,

则 S 尸 (川 在集合 只 l几具有可乘

性
,

且}J对任意的 n : ,
n : 任 共

.

如果 (n
: ,

n Z
) 二 1

,

则 S 尸 (n
l n Z

) = s 尸 (n
l
) S 尸 (n

Z
) 然而 S 尸 (川 却

不是可乘函数
,

比如 S p ( 8 ) = 4
,

S p (3 ) = 3
,

而 S p (2 4 ) 二 6 兴 S p ( 3 )
x S p (8 )

,

因此对 吕尸 (
, ,
)

的均值性质研究就显得十分困难 但是对于大部分的 n
,

S 尸 (n) 的值等于函数 U (n) 的值 所以在

s 尸 (n) 的许多均值问题研究中
,

我们可以用可乘函数 U (n) 代替非可乘函数 S尸 (n)
.

本文利用解

析方法证明了这一点
,

并获得 了 S p ( n) 的几个有趣的渐近公式
,

即证明 了
:

定理 1 对任意的实数
x 全 1

,

有渐近公式
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, 〔

定理 2 对任意的实数
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,
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.
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其中 d (。 ) 表示 D i r i e h l e t 除数函数
,

心(
s
) 表示 R i e m a n n 一 z e t a 函数

,

守 为欧拉常数
.
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其中 N 为离
x 最近的整数

,

当 x
为半奇数时取 N = x 一 1 / 2

,

}】x]J = }
x 一 N }

.
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这样便证明了引理 .]

引理 2 对任意的实数 x 全 1
,

有估计式

艺 、 《 `n ` ,
、

P。 三劣

证明 因为 a > p
,

所以 尸 < p a 丛

( l )

又因为 p “ 三 x ,

则
In x
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<
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,
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艺 叩 《 艺
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p 三l “ x 。 兰瑞

。 《 lnz
二

艺
,

p三 In x

(3 )

注意到侧
二
) = 六十 O (亩气 )

,

其中叫
二
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二 的素数的个数
,
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·

结合 ( 3 ) 式
,

便有
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·
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。 > P

这样便证明了引理 2
.
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引理 3 对任意的实数
:全 1

,

有估计式
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,
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、
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p 表示 。 所对应的最大的素数
,

那么根据 S p (司 的定义
,

易知
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}士s (4 ) 式 便有
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.
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(
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) S 尸 (

, ,
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)

扑 P 〔里
二二

(
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.
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)
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`

:

了 丫> 12
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`
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艺 朋 (
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: ;
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, ,
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这样便证明 了引理 3

3 定理的证明

这 竹完成定理的证明
.

艺
S侧。 )一艺 u(

二
) -

首先证明定理 1
.

注意到 S尸 ?l( )

艺 `S尸 (
n ) 一 U (

z ,
)) 一 艺

了乙 < 刃 了毛 < 了
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了卜 < 沈

3
,

便有

艺
万` ’

(
` “ )

几 < 了

月 I〕 (。 少> U (
, ;
) S 尸扩。 ) 》 U (

。 )

此时由引理

艺吕(P 二 ) 一 艺州
二
) 《

二 111 4 二 或 艺
s 尸回 -

z之 ( 丈

卜耳由引理 1
,

有

艺 u(
二

卜 ((j
二 ,。 4 芯

)
刀 <工

“ 尸 ( / ,一

;
/ Z

n

一

;
劣 Z

n

(
` -

(
` -

1

p (p 十 1)

1
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+ 州
、 晋+

`

)+ 侧
二 nI 4 二 )

十 o(
二登十

`

)
·

\、刀片了\、 .了月/

艺ō

这样便完成 r定理 1的证明
.

利用相同的方
一

法我们还可以证明定理 2和定理 3
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