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一个 F. Smarandache 函数与最大素

因子函数的均值计算

谢 瑞， 高 丽， 赵 琴

（延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 ７１６０００）

摘 要：在 F. Smarandache 函数 S（n）及真因子序列｛qd（n）｝的基础上，构造并研究了
n≤x
移 S（qd（n））-（1

2 d（n）-1）p（n移 移） %
2

的一种均值性质，利用初等方法和素数定理证明了关于一个算术函数与最大素因子函数的混合均值问题，并给出了

它的一个较强的渐进公式 .
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1 引言及结论

在文献［１］中，Smarandache 教授引入了一个新的数列 qd（n），表示 n 的所有真因子之积，即 qd（n）=

d│n
仪
d<n

d=n%
d（n）
2 -1

． 对于任意自然数 n，著名的 Smarandache 函数 S（n）定义为 S（n）=min｛m：m∈N，n│m！｝． 对

于它的许多性质，不少学者进行了研究 [2鄄4] ． 关于 S（n）与最大素因子函数 P（n）的均方差估计，文献［４］
利用初等方法及素数定理证明了一个渐近公式 ． 本文受此思想启示，利用初等及解析方法研究混合均值

n≤x
移 S（qd（n））-（1

2 d（n）-1）p（n移 ∈）
2

的渐近性质，并给出了一个有规律的渐近公式，即证明了下面的定理：

定理 对任意给定的正整数 N，及任意实数 x>1，有渐近公式

n≤x
移 S（qd（n））-（1

2 d（n）-1）p（n移 ∈）
2
=

N

i=1
移ci

x%
3
2

ln%i x
+O x%

3
2

ln%N+1 x
移 ∈，

其中 ci（i=1，2，…，N）是可计算常数且 c1 =
3
2

%灼%%４（
3
2 ）

灼（3） -2灼%%2（3
2 ）+ 2

3 灼（3
2 ），灼（n）为 Riemann 灼-函数 ．

２ 引理及证明

为了得到上述定理的证明，需要下面的 3 个引理：

引理 １ 设 n 为任意正整数，则有

１）如果 n 有一个素因子 p> n姨 ，则 S（qd（n））=（1
2 d（n）-1）p；

２）如果 n=n1p1p2 且 n%
1
3 < p1 < p2≤ n姨 ，则 S（qd（n））=（1

2 d（n）-1）p2 ；

３）如果 n=n1p%%2 且 p>n1，则 S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p= 3

2 pd（n1）-p ．
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% % 证明 对任意正整数 n，设 n=p1%
琢１·p2%

琢2…pk%
琢k 为 n 的标准分解式 ． 于是由 Smarandache函数的性质可得

S（n）=max｛S（p1%
琢１），S（p2%

琢2），…，S（pk%
琢k）｝，于是：

①当 n 有一个素因子 p> n姨 时，注意到此时 p≥ 1
2 d（n）≥ 1

2 d（n）-1，由 Smarandache 函数的性质及已

知条件有

S（qd（n））= S n%
d（n）
2 -1≥ ≥= S p

d（n）
2 -1m m= 1

2 d（n）-m m1 ·p．

②当 n=n1p1p2 且 n%
1
3 < p1 < p2≤ n姨 时，由 Smarandache 函数的性质可得

S（qd（n））= S（n1p1p2）%
d（n）
2 -1m m= S p2

d（n）
2 -1m m= 1

2 d（n）-m m1 ·p2 ．

③当 n=n1p%%2且 p>n1时，此时显然有 n%
1
3 <p≤ n姨 ，于是由 Smarandache 函数的性质并注意到 d（n）=3d（n1），

即有

S（qd（n））- 1
2 d（n）-m m1 p（n）=2p 1

2 d（n）-m m1 - d（n）
2 p+p=

1
2 pd（n1p%%2）-p= 3

2 pd（n1）-p．

于是证明了引理 １ ．

引理 ２[5] 令 p为素数，m为正整数，且m≤x%
1
3 ，则有渐近公式

m≤p≤ x
m姨

移 p%%2 = 2x%
3
2

3m%
3
2

N

i=1
移ci

ln%i-1m
ln%i x

+O x%
3
2

m%
3
2 ln%N+1 x

移
移
移
移
移
移
移移
移

移
移
移
移
移
移
移移
移

+O m%3
ln mm m，

其中 ci 为可计算常数且 c1 =1 ．

引理 ３ 对任意实数 x≥3，设 A 表示所有这样整数 n 的集合，对任意素数 p，p│n 当且仅当 p≤n%
1
3 ，则有

如下估计式

n≤x
移
n∈A

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p（nm m）

2
<<x%

4
3 ln%2 x ．

证明 对任意正整数 n∈A，显然由 Smarandache 函数 S（n）的性质知，当p│n 时，如果 P（n）=p，则

S（qd（n））=（1
2 d（n）-1）p， S（qd（n））-（1

2 d（n）-1）m mp %
2
=0 ．

如果 S（qd（n））≠（1
2 d（n）-1）p，设 S（n）=S（p%%琢），则显然有 琢≥2，注意到估计式

n≤M
移d %%2（n）<<M·ln%3M，于是由

素数定理[6鄄7]有

n≤x
移
n∈A

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p（nm m） %

2
<<

np%%2≤x
移
p≤n

p%%2d%%2（n）<<
p≤x%%

1
3

移p%%2
p<n≤ x

p%%2

移 d%%2（n）<<x%
4
3 ln%2 x ．

于是完成了引理 3 的证明 ．

３ 定理的证明

本节来完成定理的证明 ． 根据引理 １ 的（１）式对任意正整数 n，如果存在素数 p│n 且 p > n姨 ，则有

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）P（n）=0，于是结合引理 １ 的（２）式和引理 ３ 并注意到 Riemann 灼-函数的恒等式
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∞

n=1
移 d%2（n）

n%
3
2

=
%灼%%４（

3
2 ）

灼（3） ，

∞

n=1
移 d（n）

n%
3
2

= 灼%%2（3
2 ），

∞

n=1
移 1

n%
3
2
= 灼（3

2 ），可以得到

n≤x
移 S（qd（n））-（1

2 d（n）-1）p（n≤ ≤）
2
=

n≤x
移

p│n，p> n姨

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p（n≤ 姨） %

2
+

n≤x
移

p│n，p≤ n姨

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p（n≤ 姨） %

2
=

n≤x
移

p│n，p≤n%%
1
3

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p（n≤ 姨） %

2
+

n≤x
移

p│n，n%%
1
3 <p≤ n姨

S（qd（n））-（1
2 d（n）-1）p（n≤ 姨） %

2
=

n1 p%%2≤x
移
n1<p

S（qd（n1p%%2））- 1
2 d（n1p%%2）P（n1p%%2≤ 姨） %

2
+O x%

4
3 ln%2≤ 姨x =

n≤x%%
1
3

移
n<p≤ x

n姨
移 3

2 pd（n）-≤ 姨p %
2
+O x%

4
3 ln%2≤ 姨x =

n≤x%%
1
3

移 9
4 d%%2（n）+1-3d（n姨 姨）

n<p≤ x
n姨

移 p%%2+O x%
4
3 ln%2姨 姨x =

N

i=1
移ci

x%
3
2

ln%i x
+O x%

3
2

ln%N+1 x
姨 姨，

其中 ci（i=1，2，…，N）是可计算常数且 c1 =
3
2

%灼%%４（
3
2 ）

灼（3） -2灼%%2（3
2 ）+ 2

3 灼（3
2 ）．

这就完成了定理 ２ 的证明 ．
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