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摘 要

对于任意的正整数 n，设{ a( n) } 表示将每个自然数 n 重复 n 次得到的数列． 在其通项公式的基础上，利用初等

方法研究了该数列的均值，同时给出它与除数函数以及与函数 ep ( n) 的复合函数的混合均值．
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1 引言及结论

在《Proposed Problems of Mathematics》一书中，

Smarandache 教授引入了一个数列 1，2，2，3，3，3，4，

4，4，4，5，5，5，5，5，6，6，6，6，6，6，…，对于每个自然

数 n 重复 n 次，这是这个数列的构成规律，同时他给

出了这个数列的通项公式:

对于 r≥1，有 ar( r + 1)
2 － k = r，其中 0≤k≤r － 1．

关于这个数列，还没有见到其它相关的结论．
为了应用方便，我们将该数列的通项公式表示

为: 当
r( r － 1)

2 ＜ n≤ r( r + 1)
2 时，a( n) = r，其中 r

为正整数． 本文在此通项公式的基础上，利用初等方

法研究了该数列的均值，以及它与除数函数、与函

数 ep ( n) 的复合函数的混合均值，并给出它们的渐

近公式，即证明了下面的定理:

定理 1 对 于 任 意 给 定 的 正 实 数 x ≥ 1，

{ a( n) } 是将每个正整数 n 重复 n 次得到的数列，则

有渐近公式

Σ
n≤x

a( n) = 槡2 2
3 x

3
2 + O( x) ．

定理 2 对于任意给定的正实数 x ≥ 1，d( n)

是除数函数，则有渐近公式

Σ
n≤x

d( a( n) ) = 1
2 xlnx + Cx + O( x

3
4 +ε ) ，其中 C

为一可计算的常数．
定理 3 设 p 为一个素数，ep ( n) 表示整除正整

数 n 的 p 的最大幂指数，则对任意实数 x≥ 1，有渐

近公式

Σ
n≤x

ep ( a( n) ) = 1
p － 1x + O( x

1
2 ln2x) ．

2 引 理

为了完成定理的证明，需要下面的引理．

引理 1 对于任意的实数 x ≥ 1，设
M( M － 1)

2

＜ x≤ M( M + 1)
2 ，则有渐近公式:

M = 2槡 x + O( 1) ．

证明: 对于任意的实数 x≥ 1，设
M( M － 1)

2 ＜ x

≤ M( M + 1)
2 ，

由不等式 x≤ M( M + 1)
2 ，解得

M≥ － 1 + 1 + 8槡 x
2 或者 M≤ － 1 － 1 + 8槡 x

2

由不等式
M( M － 1)

2 ＜ x，解得

1 － 1 + 8槡 x
2 ＜ M ＜ 1 + 1 + 8槡 x

2

由此可得
－ 1 + 1 + 8槡 x

2 ≤ M ＜ 1 + 1 + 8槡 x
2

即就是 M = 2槡 x + O( 1) ．
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引理 2 设 d( n) 表示除数函数，M≥ 1 为任一

正整数，则有渐近公式:

Σ
t≤M

td( t) = 1
2 M2 lnM + BM2 + O( M

3
2 +ε ) ．

证明 令 A( M) = Σ
r≤M

d( r) ，由 Abel 恒等式

( 文［2］，定理 4. 2) ，我们可得到

Σ
t≤M

td( t) = A( M) M － ∫
M

1
A( t) dt

= M( MlnM + ( 2γ － 1) M) － ∫
M

1
( tlnt +

( 2γ － 1) t + O( t
1
2 ) ) dt + O( M

3
2 +ε )

= 1
2 M2 lnM + BM2 + O( M

3
2 +ε )

其中，B 为一可计算的常数．

3 定理的证明

首先证明定理 1．
对于任意给定的正数 x≥ 1，必存在正整数 M，

满足
1
2 M( M － 1) ＜ x≤ 1

2 M( M + 1) ． 由

a( n) 的定义及引理 1 有:

Σ
n≤x

a( n) = Σ
M－1

r =1
Σ

1
2 r( r－1) ＜ n≤1

2 r( r+1)

a( n) + Σ
1
2M( M－1) ) ＜ n≤x

a( n)

= Σ
M

r = 1
Σ

1
2 r( r－1) ＜ n≤1

2 r( r+1)

r + O( M2 )

= 1
6 M( M + 1) ( 2M + 1) + O( M2 )

= 1
3 M3 + O( M2 )

= 槡2 2
3 x

3
2 + O( x) ．

定理 2 的证明．
由 a( n) 的定义及引理 1 和引理 2 有:

Σ
n≤x

d( a( n) ) = Σ
M－1

r = 1
Σ

1
2 r( r－1) ＜ n≤1

2 r( r+1)

d( a( n) ) +

Σ
1
2 M( M－1) ) ＜ n≤x

d( a( n) )

= Σ
M

r = 1
rd( r) + O( M1+ε )

= 1
2 M2 lnM + BM2 + O( M

3
2 +ε )

= 1
2 xlnx + Cx + O( x

3
4 +ε )

其中，C 为一可计算的常数．

定理 3 的证明．
对于任意实数 x≥ 1，M 是一个确定的正整数，

满足
M( M － 1)

2 ＜ x ≤ M( M + 1)
2 ，根据 a( n) 的定

义有

Σ
n≤x

ep ( a( n) ) = Σ
M－1

t = 0
Σ

t( t －1)
2 ＜ n≤t( t +1)

2

ep ( a( n) ) +

Σ
M( M－1)

2 ＜ n≤x

ep ( a( n) )

= Σ
M－1

t = 0

t( t + 1)
2 － t( t － 1)( )2

ep ( t) +

Σ
M( M－1)

2 ＜ n≤x

ep ( M)

= Σ
M

t =1
tep ( t) + O Σ

M( M－1)
2 ＜ n≤M( M+1)

2

ep ( M( ))

= Σ
M

t = 1
tep ( t) + O( Mep ( M) )

= Σ
M

t = 1
tep ( t) + O( MlnM)

设 A( y) = Σ
t≤y

ep ( t) ，根据 Abel 恒等式［5］，则

有

Σ
M

t = 1
tep ( t) = MA( M) － ( k － 1) ∫

M

1
A( y) dy

= M M
p － 1 + O( ln2M( )) －

∫
M

1

y
p － 1 + O( ln2y( )) dy

= 1
p － 1M

2 + O( M ln2M) －

M2 － 1
p － 1 － ∫

M

1
O( ln2y) dy

= 1
2( p － 1)

M2 + 1
2( p － 1)

+ O( M ln2M)

因此，由引理 1 及上式可以得到

Σ
n≤x

ep ( a( n) ) = 1
2( p － 1)

M2 + 1
2( p － 1)

+ O( M ln2M)

= 1
p － 1x + O( x

1
2 ln2x) ．

应用以上的证明方法，我们还可以得出该数列

与其他数论函数的混合均值，例如:

( 1) 对于任意给定 的 正 实 数 x ≥ 1，φ( n) 是

Euler 函数，则有渐近公式

Σ
n≤x

φ( a( n) ) = 槡2 2
π2 x

3
2 lnx + 槡2 2 × ln2

π2 x
3
2 + O( xlnx) ．
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( 2) 对任意实数 x≥ 1，有渐近公式

Σ
n≤x

δk ( a( n) ) = 槡2 2
3 x

3
2∏

p| k

p
p + 1 + O( x

5
4 +ε )

其中 δk ( n) 定义为:

δk ( n) =
max{ d∈ N d | n，( d，k) = 1} ，n≠ 0
0，n ={ 0

．
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A Smarandache Sequence and its Mean Value Properties
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Abstract
For any positive integer n，let { a( n) } denotes the natural sequence where each number n is repeated n times．

Based on the general term formula，the mean value properties of a( n) ，d( a( n) ) and ep ( a( n) ) are studied using
the elementary method，and the asymptotic formule are obtained．

Key words: Hybrid function，Mean value，Asymptotic formula．
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