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一个 Smarandache问题的均值估计
马新文

(琼州学院数学系 ,海南 三亚 572022)

摘　要:阐述了一个 Smarandache问题的均值估计 , 并利用 Perron公式和留数定理 , 给出了这个问题的一

个渐近公式 ,其余项可以做到 O(x1/2).
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0　引言

F.Smarandache在文献 [ 1] 的问题 25中引入了函数 Pd(n):=∏
d n
d.这里 , 定义了一个新的函数:

Pld(n):= ∏
d n

d≡l(modq)

d(其中 l, q为固定的数),来研究 logPld(n)的均值公式.

由于 logPld(n)的生成函数为:F(s)=∑
∞

n=1

logPld(n)

n
s =- q

-s
ζ(s, 1/q)′ζ(s)

从而利用 Perron公式和留数定理 ,可得到∑
n≤x
logPld(n)的一个渐近公式.

1　预备知识

引理 1.1 ([ 2] 第四章定理 1)设 an的生成函数为:F(s)=∑
∞

n=1

an
n
s.当 δ>1时绝对收敛 , , an≤A(n),

这里 A(n)>0为关于 n的单调增函数 ,且当 σ→1 +0时 , ∑
∞

n=1
 an n

-σ
=O((σ-1)

-α
), α>0

那么 ,对于任意的 b0 ≥b>1, T≥ 1, x=N+1/2有公式:

∑
n≤x
an =

1
2πi∫

b+it

b-iT
F(s)

x
S

S
ds+O

x
b

T(b-1)
α +O

xA(2x)logx
T

其中大 O常数仅依赖于 b0

引理 1.2 ([ 3] 定理 7.4.1)　ζ(s)=∑
∞

n=1

1

n
S =

1
S-1

+γ+∑
∞

n=1
(-1)

nγn
n!
(S-1)

n

其中 　γn = lim
N→+∞ ∑

N

k=1

(logk)
n

k
-
(logN)

n+1

n+1
, n=1, 2 , …,

γ为 Euler常数 , γ, γn(n=1, 2, …)统称为 Stieltjes常数.

引理 1.3([ 3] 第七章习题 14)

ζ(s, a)=∑
∞

n=1

1

(n+a)
s=

1

s-1
+∑

∞

n=1
(-1)

nλn
n!
(s-1)

n
,其中 λn为关于 a的常数.

2　主要结果

定理 　∑
n≤x
logPld(n)=

1

2q
xlog

2
x+
λ-1

q
xlogx+cx+O(x

1 /2
), 其中 c为关于 q, l的常数.



证明:由于 logPld(n)的生成函数为:

F(s)=- q
-s
ζ(s, 1/q)′ζ(s)=ζ(s, 1 /q)ζ(s)q

-s
logq-ζ′(s, 1/q)ζ(s)q

-s

从而 ,由 Perron公式(引理 1.1),得:

∑
n≤x
logPld(n)=

1

2πi∫
b+iT

b-iT
F1(s)ds+

1

2πi∫
b+iT

b-iT
F2(s)ds+O

x
1+ε

T

其中 　2≤T≤x, b=1 +log
-1
x

F1(s) = ζ(s, 1/q)ζ(s)(x/q)
s
s
-1
logq, F2(s) =-

ζ′(s, 1/q)ζ(s)(x/q)
s
s
-1

考虑如图所示的围道 Γ:在围道 Γ上应用留数定理

得:(F1(s), F2(s)在围道 Γ内只有一个极点 s=1)

1
2πi∫ΓF1(s)ds=

logq
q
xlogx+

logq
q
x(-logq-1+γ+λ0)

1

2πi∫Γ(s)ds=
1

2q
xlog

2
x+
γ-logq-1

q
xlogx+

x
q
log

2
q

2
+logq-λ0logq+1 -γ-γ1 +λ1 从 而 ,

∑
n≤x
logPld(n)=

1
2q
xlog

2
x+γ-1

q
xlogx+cx+R+Ox

1+g

T

其中 , c为关于 q, l的常数 , R是 F1(s), F2(s)在围道 Γ的上 、下和左三边上的积分.

利用 Zeta函数的阶的估计 ,易得:

R 
1

T∫
b

1 /2
 ζ(σ+iT) 

2
x
σ
dσlog

2
T+x

1/2 ∫
t

1
 ζ(1/2 +it) 

2 1

t
dtlog

2
T

 
log

2
T
T ∫

b

1 /2
T
2(1-σ)

3 x
σ
dσ+

log
3
T
T
x
1/2 ∫

T

T/2
 ζ(1 /2 +it) 

2
dt x

T
+x

1 /2 log
4
T

从而 ,取 T=x
1 /2
,即得:∑

n≤x
logPld(n)=

1

2q
xlog

2
x+
γ-1
q
xlogx+cx+O(x

1 /2
log

4
T)

其中 , c为关于 q, l的常数 , γ为 Euler常数.
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TheMeanValueofaSmarandacheProblem

MAXin-wen

(DepartmentofMathematics, QiongzhouUniversity, SanyaHainan572022, China)

Abstract:DiscussedthemeanvalueofaSmarandacheproblem, andobtainedtheasymptoticformulaofthis

problembyusingPerronformulaandresiduetheorem.
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