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一个关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ对偶函数的方程

赵娜娜

（西北大学 数学系，陕西 西安７１０１２７）

摘要：ｎ∈Ｎ＋，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的对偶函数定义为ＳＬ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｋ｜［１，２，
…，ｋ］｜ｎ，ｋ∈Ｎ＋｝，Ω（ｎ）表示ｎ的所有素因子的个数．利用初等数论和分类讨论的方法研究了一

个包含ＳＬ＊（ｎ）及素因子函数方程∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝Ω

（ｎ）的可解性，并给出了这个方程的所有正

整数解的具体形式．
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１　 引言及结论

ｎ∈Ｎ＋，Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数ＳＬ（ｎ）［１］的定义为

ＳＬ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｋ｜ｋ∈Ｎ＋，ｎ｜［１，２，…，ｋ］｝．
这里［１，２，…，ｋ］表示１，２，…，ｋ的最小公倍数，Ｎ＋ 表示所有正整数的集合，其对偶函数定义为

ＳＬ＊（ｎ）＝ｍａｘ｛ｋ｜ｋ∈Ｎ＋，［１，２，…，ｋ］｜ｎ｝．
由定义很容 易 计 算 前 几 个 值ＳＬ＊（１）＝１，ＳＬ＊（２）＝２，ＳＬ＊（３）＝１，ＳＬ＊（４）＝２，ＳＬ＊（５）＝１，

ＳＬ＊（６）＝３，ＳＬ＊（７）＝１，…．关于ＳＬ＊（ｎ）的算术性质，许多学者进行了研究，获得了不少有趣的结

果［２－９］．例如，田呈亮在文献［４］中研究了ＳＬ＊（ｎ）的性质，得到当ｎ为奇数时，ＳＬ＊（ｎ）＝１；当ｎ为偶数

时，ＳＬ＊（ｎ）≥２．并研究了函数方程∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝ｎ和∑

ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝Φ（ｎ）的可解性，得出前者只有惟

一的正整数解ｎ＝１，后 者 的 正 整 数 解 为ｎ＝１，３，１４．此 外，王 妤 在 文 献［５］中 研 究 了∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝

∑
ｄ｜ｎ
Ｓ＊（ｄ），并得出其正整解．吴欣在文献［６－７］中研究了方程ＳＬ＊（ｎ）＝Ｚ＊（ｎ）和Ｚ＊（ｎ）＋Ｚ（ｎ）＝ｎ

的 正整数解．陈斌在文献［８－９］中研究了方程∑
ｄ｜ｎ

１
Ｓ＊（ｄ）＝

２Ω（ｎ）和∑
ｄ｜ｎ

１
Ｓ＊（ｄ）＝

３Ω（ｎ）的正整数解．前

者的正整数解ｎ为奇数时，ｎ＝ｐ，ｎ＝ｐαｑ，其中α≥１，ｐ，ｑ为奇素数；ｎ为偶数时，ｎ＝２４３３０，ｎ＝２６３１２，ｎ
＝８ｐ７，ｎ＝１６ｐ５，ｎ＝６４ｐ４，ｎ＝２ｐｑ，其中ｐ，ｑ≥５为奇素数．后者的奇数解ｎ＝ｐ３ｑ５，其中ｐ，ｑ为奇素数；
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偶数解为ｎ＝２８３１１４，ｎ＝２１０３３６，ｎ＝２１６３１８，ｎ＝２αｐ２，ｎ＝２ｐｑｒ，其中α＞１，ｐ，ｑ，ｒ＞３为奇素数．
本文利用初等数论和分类讨论的方法研究函数方程

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝Ω

（ｎ） （＊）

的正整数解，并得到了其所有的正整数解．其中Ω（ｎ）为ｎ的所有素因子个数和（包括重数），即若ｎ的标准

分解为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，则Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｋ，本文即证得下面的定理．
定理１　 方程（＊）无奇数解；所有偶数解为ｎ＝４，ｎ＝９·２α，ｎ＝２αｐ，其中α≥２且ｐ≥５且ｐ为

素数．

２　 定理１的证明

证明 　 当ｎ＝１时，∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１，Ω（ｎ）＝０，显然ｎ＝１不是方程（＊）的解，下面设ｎ＞１．

（１）当ｎ＞１且为奇数时，设ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，αｉ≥１，ｉ＝１，２，３，…，ｋ，此时显然对ｎ的每一个因子ｄ
必为奇数，即２ｄ，故ＳＬ＊（ｄ）＝１，于是Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｋ，

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝∑ｄ｜ｎ１＝ｄ（ｎ）＝ （１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ），

则原方程等价于

Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｋ ＝ （１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）． （１）

（ⅰ）当ｋ＝１时，１＋α１ ＞α１．
（ⅱ）假设当ｋ＝ｍ时成立，即（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｍ）＞α１＋α２＋…＋αｍ．
（ⅲ）当ｋ＝ｍ＋１时，

（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｍ＋１）＞ （α１＋α２＋…＋αｍ）（１＋αｍ＋１）＞α１＋α２＋…＋αｍ＋１．
由数学归纳法知，对每一个正整数ｎ，式（１）左边都大于右边，故方程（＊）无奇数解．
（２）当ｎ为偶数时，设ｎ＝２α·ｍ，ｍ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，α≥１，ｐ１＜ｐ２＜ … ＜ｐｋ，下分ｍ＝１和ｍ＞１

２种情况讨论：

（ⅰ）若ｍ＝１时，ｎ＝２α，Ω（ｎ）＝α，同时∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋ ∑
ｄ｜２α，ｄ＞１

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋α２
，故原方程等

价于１＋α２ ＝α
，解得α＝２，故ｎ＝４是原方程的偶数解．

（ⅱ）当ｍ＞１时，分α＝１和α＞１两种情况，具体分析如下：
（ａ）当α＝１时，即ｎ＝２ｍ，ｍ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，ｋ≥１，由于３｜ｍ与３ｍ时ＳＬ＊（ｎ）的值不同，故分

下面２种情况：

① 当３｜ｍ时，ｎ＝２·３α１ｐα２２ …ｐαｋｋ ．
当ｋ＝１时，ｎ＝２·３α１，此时Ω（ｎ）＝１＋α１，

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜２·３α１

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋ １
ＳＬ＊（２）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（３ｉ）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（２·３ｉ）＝

３
２＋

４
３α１．

则原方程等价于１＋α１ ＝ ３２＋
４
３α１

，解得α１ ＝－３２
，矛盾，故此时方程（＊）无正整数解．

当ｋ＝２时，ｎ＝２·３α１ｐα２２ ，此时，Ω（ｎ）＝１＋α１＋α２．

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ｜２·３α１　ｐα２２

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋∑
α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（３ｉ）＋

１
ＳＬ＊（２）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（２·３ｉ）＋∑

α２

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（ｐｉ２）

＋
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∑
α２

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（２·ｐｉ２）

＋∑
α１

ｉ＝１
∑
α２

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（３ｉｐｊ２）

＋∑
α１

ｉ＝１
∑
α２

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（２·３ｉｐｊ２）

＝

３
２＋

４
３α（ ）１ （１＋α２）．

显然 （２／３＋（４／３）α１）（１＋α２）＞１＋α１＋α２，故此时方程（＊）无正整数解．
当ｋ≥３时，ｎ＝２·３α１ｐα１２ …ｐαｋｋ ，此时Ω（ｎ）＝１＋α１＋α２＋…＋αｋ，

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

３
２＋

４
３α（ ）１ （１＋α２）（１＋α３）…（１＋αｋ）．

用数学归纳法易证，∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＞Ω

（ｎ），故方程（＊）无正整数解．

② 当３ｍ时，ｎ＝２·ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，５≤ｐ１ ＜ｐ２ ＜ … ＜ｐｋ，Ω（ｎ）＝１＋α１＋α２＋…＋αｋ，

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

３
２
（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）．

原方程转化为

３
２
（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）＝１＋α１＋α２＋…＋αｋ．

用数学归纳法很容易证得，对于ｎ＝２·ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 时，

３
２
（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）＞１＋α１＋α２＋…＋αｋ．

（ｂ）当α≥２，ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，３≤ｐ１ ＜ｐ２ ＜ … ＜ｐｋ．
① 当３｜ｍ时，分情况如下：
当ｋ＝１时，则ｎ＝２α３α１，此时Ω（ｎ）＝α＋α１．

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜２α３α１

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋∑
α

ｉ＝２

１
ＳＬ＊（２ｉ）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（３ｉ）＋∑

α

ｉ＝２
∑
α１

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉ·３ｊ）＝

１＋α－１２ ＋α１＋
（α－１）α１
４ ．

故原方程可转化为

１＋α－１２ ＋α１＋
（α－１）α１
４ ＝α＋α１． （２）

解得满足式（２）的正整数解为α１ ＝２，故方程（＊）有解当且仅当ｎ＝２α３２（α≥２）．
当ｋ＝２时，即ｎ＝２α３α１ｐα２２ ，ｐ２ ≥５，分２种情况讨论：
当ｐ２ ＝５时，即ｎ＝２α３α１５α２，此时Ω（ｎ）＝α＋α１＋α２，而

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ｜２α３α１　５α２

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋∑
α

ｉ＝２

１
ＳＬ＊（２ｉ）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（３ｉ）＋∑

α２

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（５ｉ）＋∑

α

ｉ＝２
∑
α１

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉ·３ｊ）＋

∑
α

ｉ＝２
∑
α２

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉ·５ｊ）＋∑

α１

ｉ＝１
∑
α２

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（３ｉ·５ｊ）＋∑

α

ｉ＝１
∑
α１

ｊ＝１
∑
α２

ｋ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉ·３ｊ·５ｋ）＝

１＋α－１２ ＋α１＋α２＋
（α－１）α１
４ ＋

（α－１）α２
２ ＋α１α２＋

（α－１）α１α２
６ ．

　　则原方程可转化为

１＋α－１２ ＋α１＋α２＋
（α－１）α１
４ ＋

（α－１）α２
２ ＋α１α２＋

（α－１）α１α２
６ ＝α＋α１＋α２．

化简得

６α（α２－１）＋３α１（α－１）＋α２（１０α１－６）＋２αα１α２＋６＝０，

５２３第３期　　　　 　　　　　　 一个关于Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ 对偶函数的方程



很显然此不定方程无正整数解，故此时方程（＊）无正整数解．
当ｐ２ ＞５时，即ｎ＝２α３α１ｐα２２ ，此时Ω（ｎ）＝α＋α１＋α２，同理

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ｜２α３α１　ｐα２２

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋α－１２ ＋α１＋α２＋
（α－１）α１
４ ＋

（α－１）α２
２ ＋α１α２＋

（α－１）α１α２
４ ．

则原方程可转化为

１＋α－１２ ＋α１＋α２＋
（α－１）α１
４ ＋

（α－１）α２
２ ＋α１α２＋

（α－１）α１α２
４ ＝α＋α１＋α２．

化简得

α１（α－１）＋２α（α２－１）＋α２（α１α－２）＋２＋３α１α２ ＝０．
很显然此不定方程无正整数解，故此时方程（＊）无正整数解．

同理可证当ｋ≥３时，即ｎ＝２α３α１ｐα２２ｐα３３ …ｐαｋｋ ，方程（＊）也无正整数解．

② 当３ｍ时，此时ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，５≤ｐ１ ＜ｐ２ ＜ … ＜ｐｋ，分情况讨论如下：

当ｋ＝１时，则ｎ＝２αｐα１１ ，此时Ω（ｎ）＝α＋α１，而

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜２αｐα１１

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋∑
α

ｉ＝２

１
ＳＬ＊（２ｉ）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（ｐ１ｉ）

＋∑
α

ｉ＝２
∑
α１

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉ·ｐｊ１）

＝

（１＋α）（１＋α１）／２．

　　原方程等价于不定方程 （１＋α）（１＋α１）／２＝α＋α１，化简得１＋αα１＝α＋α１．解得此不定方程的正整

数解为α＝１，α１∈Ｎ或α∈Ｎ，α１＝１，由于α≥２，故此时满足方程（＊）的正整数解为ｎ＝２αｐ（α≥２，ｐ
≥５）．

当ｋ＝２时，则ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ ，此时Ω（ｎ）＝α＋α１＋α２，而

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝ ∑

ｄ｜２αｐα１１ ｐ
α２２

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

１＋∑
α

ｉ＝２

１
ＳＬ＊（２ｉ）＋∑

α１

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（ｐｉ１）

＋∑
α２

ｉ＝１

１
ＳＬ＊（ｐｉ２）

＋∑
α

ｉ＝２
∑
α１

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉ·ｐｊ１）

＋

∑
α

ｉ＝２
∑
α２

ｊ＝２

１
ＳＬ＊（２ｉｐｊ２）

＋∑
α１

ｉ＝１
∑
α２

ｊ＝１

１
ＳＬ＊（ｐｉ１·ｐｊ２）

＋∑
α

ｉ＝２
∑
α１

ｊ＝１
∑
α２

ｋ＝１

１
ＳＬ＊（２ｉｐｊ１ｐｋ２）

＝

（α＋１）（１＋α１）（１＋α２）／２．
故原方程等价于 （α＋１）（１＋α１）（１＋α２）＝２（α＋α１＋α２），此时方程（＊）无正整数解，因为

（α＋１）（１＋α１）（１＋α２）－２（α＋α１＋α２）＝
α２（α－１）＋α１（α－１）＋α（α１α２－１）＋α１α２＋１＞０．

　　当ｋ≥３时，则ｎ＝２αｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，（α≥２，ｐ１ ≥５），此时Ω（ｎ）＝α＋α１＋α２＋…＋αｋ，

∑
ｄ｜ｎ

１
ＳＬ＊（ｄ）＝

（α＋１）（１＋α１）（１＋α２）…（１＋α３）／２．

下用数学归纳法证（α＋１）（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｋ）＞２（α＋α１＋α２＋…＋αｋ）．
当ｋ＝ｍ时，假设

（α＋１）（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｍ）＞２（α＋α１＋α２＋…＋αｍ）．
当ｋ＝ｍ＋１时，

（α＋１）（１＋α１）（１＋α２）…（１＋αｍ）（１＋αｍ＋１）＞
２（α＋α１＋α２＋…＋αｍ）（１＋αｍ＋１）＝
２（α＋α１＋α２＋…＋αｍ）＋２αｍ＋１（α＋α１＋α２＋…＋αｍ）＞

６２３ 　　　　　　纺　织　高　校　基　础　科　学　学　报　　　　　　　　　第２６卷



２（α＋α１＋α２＋…＋αｍ ＋αｍ＋１）．
故此时方程（＊）无正整数解．

综合上述（１）和（２）的讨论情况，定理得证．
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