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一个关于 Smarandache函数的方程

朱晓艳 ,高　丽

(延安大学 数学与计算机学院 ,陕西 延安 716000 )

摘　要:先给出伪 Smarandache函数 z(n)的定义 ,并利用了初等方法讨论了级数∑
∞

n=1

z(n)
n
α的收敛性

质 ,得出了一个有趣的恒等式。对任意的实数 α≤1,无穷级数∑
∞

n=1

z(n)
n
α发散 ,当 α>1时 ,这个级数发

散 ,且有 ∑
∞

n=1

z(n)
n
α =ξ(α)∑

∞

n=1

zm(m+1-1)
m

2
(m+1)

2α 。

关键词:伪 Smarandache函数;Riemannzeta-函数;收敛性

中图分类号:O156.4　　文献标识码:A　　文章编号:1004-602X(2009)02-0005-02

1　引言及结论

对于任意的正整数 n,伪 Smarandache函数

z(n)定义为最大的正整数 m使得 1+2+3+… +m

整除 n,即就是

z(n)=maxm:m∈N,
m(m+1)

2
 n。

1737年 , Euler证明:由 ξ(s)=∑
∞

n=1

1

n
s,对实数

s>1,给定的 Zeta函数 ξ(s)※∞(当 s※1时)。

本文利用了初等方法讨论了级数 ∑
∞

n=1

z(n)
n
α 的收

敛性质 ,并给出了一个有趣的恒等式 。

定理:∑
∞

n=1

z(n)
n
α =ζ(α)∑

∞

m=1

2m
m
α
(m+1)

2α

推论:∑
∞

n=1

z(n)
n
α =

π
2

6
∑
∞

m=1

2

m(m+1)
4

2　给出引理

为了完成定理的证明 ,先引入引理。

对任意正整数 n,著名的 Smarandache函数

s(n)定义为使 n m!的最小的正整数 m,即 s(n)=

min{m:n m!}。

类似地我们介绍另一个与 Smarandache函数相

关的函数 ,称其为 Smarandache对偶函数 s
＊
(n),它

表示使 n m! 的最小正整数 m,其中的 n为任意的

正整数 ,即 s
＊
(n)=max{m:m!  n}。

引理:对任意的实数 α≤1,无穷级数 ∑
∞

n=1

s
＊
(n)
n
α

发散 ,当 α>1时 ,这个级数收敛 ,且有

∑
∞

n=1

s
＊
(n)
n
α =ζ(α)∑

∞

n=1

1

(n!)
α,

其中 ζ(s)是 RiemannZeta-函数 。

3　定理的证明

对任意的实数 α≤1,无穷级数 ∑
∞

n=1

z(n)
n
α 发散 ,当

α>1时这个级数收敛 , 且有 ∑
∞

n=1

z(n)
n
α =ζ(α)∑

∞

m=1

2m
m
α
(m+1)

2α

其中 ζ是 Riemannzeta-函数。

证明:对任意的实数 α≤1,我们可得 z(n)≥1

和级数∑
∞

n=1

z(n)
n
α发散 ,所以当 α≤1时 ,级数∑

∞

n=1

z(n)
n
α也

发散 。
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　　对任意的正整数 n≥1,一定存在一个正整数 m

使得 n=m· l成立 ,所以对任意 α>1,由 z(n)函数

的定义
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在定理中取 α=2我们立刻可得如下推论:

推论:对于伪 Smarandache函数 ,有恒等式
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AnEquationInvolvingSmarandacheFunction
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Abstract:Themainpurposeofthispaperisusingtheelementarymethodstostudytheconvergeofthebase∑
∞

n=1

z(n)
n
α , thengiveaninterestingequalformula.
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