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摘要：设 k ≥ 2 为给定的整数. 对任意正整数 n, k 阶 Smarandache ceil 函数 Sk(n)
定义为 Sk(n) = min{x : x ∈ N, n | xk}. 本文的主要目的是利用初等方法研究函数方
程 Sk(n) = φ(n) 的可解性, 并给出该方程的所有正整数解, 其中 φ(n) 为 Euler 函数.
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1 引引引言言言

设 k ≥ 2 为给定的整数. 对任意正整数 n, 著名的 k 阶 Smarandache ceil 函数 Sk(n) 定
义为 Sk(n) = min{x : x ∈ N, n | xk}. 例如当 k = 2 时, S2(n) 的前几个值为: S2(1) = 1,
S2(2) = 2, S2(3) = 3, S2(4) = 2, S2(5) = 5, S2(6) = 6, S2(7) = 7, S2(8) = 4, S2(9) = 3,
S2(10) = 10, S2(11) = 11, S2(12) = 6, S2(13) = 13, S2(14) = 14, S2(15) = 15, · · · . 当 k = 3
时, S3(2) = S3(4) = S3(8) = 2, S3(16) = 4, S3(3) = S3(9) = S3(27) = 3, S3(81) = 9, · · · .

这一函数是美籍罗马尼亚著名数论专家 Smarandache 教授在他所著的 “Only Problems,
Not Solutions” 一书中引入的, 并建议人们研究它的各种性质！显然容易验证 Sk(n) 是一
个可乘函数, 且当 n 的标准分解式为 n = pα1

1 pα2
2 · · · pαr

r 时有 Sk(n) = pβ1
1 pβ2

2 · · · pβr
r , 其

中 βi =
[

αi+k−1
k

]
, i = 1, 2, · · · , r. [x] 表示不超过 x 的最大整数.

关于这一内容及其有关问题, 不少学者也进行了研究, 得出了一些有趣的结论 [2-6]. 例如
文 [4] 中研究了 Ω(Sk(n)) 的均值性质, 并证明了下面的结论:

对任意实数 x > 1, 有渐近公式
∑

n≤x

Ω(Sk(n)) = x ln lnx + Ax + O
( x

lnx

)

其中

A = γ +
∑

p

(
ln

(
1− 1

p

)
+

1
p

)

γ 是 Euler 常数,
∑

p

表示对所有素数求和, Ω(n) 表示 n 的所有素因子的个数, 包括重数在内.
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文 [5] 研究了函数 Sk(n) 的对偶函数 Sk(n) 的性质, 并给出了 d(Sk(n)) 的均值的一个较强
的渐近公式, 即就是当 k ≥ 2 时, 有

∑

n≤x

d(Sk(n)) = ζ(k)x + ζ

(
1
k

)
x

1
k + O

(
x

1
k+1

)

其中 d(n) 为 Dirichlet 除数函数, ζ(s) 为 Riemann zeta- 函数.
本文的主要目的是研究函数方程 Sk(n) = φ(n) 的可解性, 并求出该方程的所有正整数解,

其中 φ(n) 为 Euler 函数. 具体地说也就是利用初等方法证明下面两个结论:
定定定理理理 1 对任意正整数 n, 方程 S2(n) = φ(n) 成立当且仅当 n = 1, 4, 8, 18, 54.
定定定理理理 2 设 k ≥ 3 为给定的整数. 则对任意正整数 n, 方程 Sk(n) = φ(n) 成立当且仅

当 n = 1, 4, 18.

2 定定定理理理的的的证证证明明明

这节利用初等方法直接给出定理的证明. 文中所用到 Euler 函数的性质均可以在文 [7-8]
中找到, 所以这里不必重复！

首先证明定理 1.
显然 n = 1 是方程 S2(n) = φ(n) 的一个解. n = 2 不是该方程的解！如果该方程有其它

解 n ≥ 3, 那么 n 一定为偶数, 因为当 n ≥ 3 时, Euler 函数 φ(n) 为偶数!
当 n = 2α 时, 因为 φ (2α) = 2α−1; 当 α 为奇数时, S2 (2α) = 2

α+1
2 ; 当 α 为偶数时,

S2 (2α) = 2
α
2 . 所以当 α ≥ 1 时, 方程 S2 (2α) = φ (2α) 成立当且仅当 2α−1 = 2

α+1
2 , 如果 α 为

奇数, 此时 α = 3; 2α−1 = 2
α
2 , 如果 α 为偶数, 此时 α = 2. 所以 n = 4, 8 是方程 φ(n) = S2(n)

的两个解!
当 n 含有至少两个素因子时, 不妨设 n = 2αpα1

1 · · · pαr
r , 其中 α ≥ 1, r ≥ 1.

首先如果这样的 n 满足方程 S2(n) = φ(n), 由函数 S2(n) 的定义并注意 r ≥ 1 不难推
出 α = 1, 因为当 α > 1 时, 2α | φ(n), 且 α > α+1

2 > α
2 , 所以由 S2(n) 的定义及可乘性知方

程 S2(n) = φ(n) 不可能成立！
其次由 Euler 函数的定义容易推出 r < 2. 因为, 如果 r ≥ 2, 那么 2α+1 | φ(n), 但

是 S2 (2α) = 2
α
2 或者 2

α+1
2 , 而 α + 1 > α+1

2 > α
2 , 所以当 r ≥ 2 时方程 S2(n) = φ(n) 不可能成

立！于是不妨假定 n = 2αpβ , 显然由函数 φ(n) 及 S2(n) 的定义可推出 β ≤ 3 及 4 - (p− 1). 因
为如果 β ≥ 4, 那么 pβ−1 | φ(pβ), 但是 S2

(
pβ

)
= p

β
2 或者 2

β+1
2 , 而 β − 1 > β+1

2 > β
2 , 这是不可

能, 所以 β ≤ 3. 再因为, 如果 4 | (p− 1), 那么 2α+1 | φ(n), 而 α + 1 > α+1
2 , 所以 S2(n) = φ(n)

也不可能成立！同理 p− 1 也不可能含有其它奇素因子, 因为 S2(2αpβ) 只含有两个素因子！所
以 p− 1 = 2, p = 3. 经验证

n = 2 · 32, 2 · 33

是方程 S2(n) = φ(n) 的解.
综合以上分析, 推出方程 S2(n) = φ(n) 成立当且仅当 n = 1, 4, 8, 18, 54. 于是完成了定

理 1 的证明.
现在证明定理 2.
当 k ≥ 3 时, 容易验证 n = 1 满足方程 Sk(n) = φ(n). 于是假定 n > 1. 以下分两种情况讨

论.



416 纯粹数学与应用数学 第25卷

当 n = 2α 时, 如果 α ≤ k, 那么 Sk(2α) = 2, 而 φ (2α) = 2α−1. 所以此时方程 Sk (2α) =
φ (2α) 成立当且仅当 α = 2, 即就是 n = 4. 当 α > k 时, 因为 Sk (2α) ≤ 2

α+k−1
k , 而 φ(2α) =

2α−1. 显然 α− 1 > α+k−1
k , 所以当 α > k 时方程 Sk(2α) = φ(2α) 不可能成立！

当 n 至少含有两个素因子时, 由于 φ(n) 为偶数, 所以可设 n = 2αpα1
1 · · · pαr

r , 其中 α ≥ 1
及 r ≥ 1. 显然 r < 2. 若不然, 则 r ≥ 2, 此时由 Euler 函数的性质知 2α+1 整除 φ(n),
而 Sk(n) 中含有 2 的方幂最多为 α+k−1

k , 这是不可能的, 因为 α + 1 > α+k−1
k . 当 r = 1 时, 由

于 α + 1 > α+k−1
k , 所以 4 不整除 p− 1 且 p− 1 不含其它奇素因子. 因此, p− 1 = 2, p = 3. 此

时可设 n = 2αpβ . 当 β ≥ 3 时, 由于 pβ−1 恰好整除 φ(n), 而 Sk(n) 中含有素数 p 的方幂最多

为 β+k−1
k , 但是 β − 1 > β+k−1

k , 所以 Sk(2αpβ) = φ(2αpβ) 是不可能的! 于是有 β ≤ 2, 经验证
可知 n = 2 · 32 = 18 满足方程 Sk(n) = φ(n).

综合以上各种情况可得当 k ≥ 3 时, 方程 Sk(n) = φ(n) 当且仅当 n = 1, 4, 18. 于是完成
了定理 2 的证明.
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An equation involving the Euler function and the Smarandache

ceil function of k order and its positive integer solutions
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Abstract: Let k be a fixed positive integer with k ≥ 2. For any positive integer n, the Smarandache ceil

function of k order is defined as Sk(n) = min{x : x ∈ N, n | xk}. The main purpose of this paper is using

the elementary method to study the solvability of the equation Sk(n) = φ(n), and obtain its all positive integer

solutions, where φ(n) is the Euler function.
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