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一个包含 SmarandacheLCM对偶函数的方程

王　妤
(西北大学 数学系 , 西安 710127)

摘 　要:对任意正整数 n,定义两个 SmarandacheLCM函数的对偶函数 SL
＊
(n)=max{k:k∈

N, [ 1, 2, …, k]  n}和 S
＊
(n)=max{m:m∈ N, m!  n}.用初等方法研究函数方程∑

d n
SL

＊
(d)=

∑
d n

S
＊
(d)的可解性 ,并获得了该方程的所有正整数解 。
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1　引言及结论
对任意正整数 n, SmarandacheLCM函数的对偶函数 SL

＊
(n)定义为

SL
＊
(n)=max{k:k∈ N, [ 1, 2 , …, k]  n},

由 SL
＊
(n)的定义容易推出 ,当 n是奇数时 , SL

＊
(n)=1;当 n为偶数时 , SL

＊
(n)≥ 2.

现在定义另一个算术函数 S
＊
(n)如下:

S
＊
(n)=max{m:m∈ N, m!  n},

特别 ,当 n是奇数时 , S
＊
(n)=1.

关于 SL
＊
(n)和 S

＊
(n)的其它性质 ,许多学者也进行过研究 ,取得了一系列研究成果 ,见文献 [ 1 -6] .

本文的主要目的是利用初等方法研究函数方程

∑
d n

SL
＊
(d)=∑

d n
S
＊
(d) (1)

的可解性 ,并得了一个有趣的结论。

为叙述方便 ,设 A表示方程(1)的所有的正整数解的集合 ,即 A={n:∑
d n

SL
＊
(d)=∑

d n
S
＊
(d), n∈ N}.

对任意实数 s,考虑 Drichlet级数 f(s)=∑
n=1
n∈ A

1

n
s,本文研究了 f(s)的收敛性 ,并证明了下面的:

定理 　对任意实数 s,当 s≤ 1时 f(s)发散;当 s>1时 f(s)收敛 ,且有恒等式

f(s)=ζ(s)1 -
1

12
s ,

其中 ζ(s)为 Riemannzeta-函数 。

注意到 ζ(2)=π
2

6
, ζ(4)=π

4

90
及 ζ(8)= π

8

9450
,于是在定理中取 s=2和 s=4,立刻得到下面的:

推论 　在前面记号下有

∑
n=1
n∈ A

1

n
2 =

143
864

π
2
及∑

n=1
n∈ A

1

n
4 =

20735
1866240

π
4
.
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2　定理的证明
这一部分完成定理的证明 。将 n分为两种情况来讨论:

1)当 n为奇数时 ,由 SL
＊
(n)和 S

＊
(n)的定义有∑

d n
SL

＊
(d)=∑

d n
1 =∑

d n
S
＊
(d),故 n为奇数是方程

的解;

2)当 n为偶数时 ,为方便讨论 ,再将 n进行分类:

(A)当 n=2
α
(α≥ 1)时 ,由计算易知∑

d n
SL

＊
(d)=1 +2α=∑

d n
S
＊
(d),故 n=2

α
是方程的解;

(B)n=2p
α1
1 p

α2
2 …p

αk
k时 ,其中 p1 <p2… <pk, k≥ 1.

对∑
d n

SL
＊
(d)而言 ,有

∑
d n

SL
＊
(d)=

3(1 +α1)(1 +α2)…(1 +αk), 　p1 ≥ 5;

(3 +4α1)(1 +α2)…(1 +αk), 　p1 =3.

同理对∑
d n

S
＊
(d),有

∑
d n

S
＊
(d)=

3(1 +α1)(1 +α2)…(1 +αk), 　p1 ≥ 5;

(3 +4α1)(1 +α2)…(1 +αk), 　p1 =3.

故 n=2p
α
1

1 p
α
2

2 …p
α
k

k是方程的解。

(C)n=2
α
p
α1时 ,其中 α≥ 2.

(a)当 p=3, n=2
α
· 3时 ,此时

∑
d n

SL
＊
(d)=

6α+1, 　　　　 α1 =1;

1 +2α+4αα1 , 　α1 ≥ 2.

同理有

∑
d n

S
＊
(d)=

5α+2, 　　　　　　 α1 =1;

1 +2α+3αα1 +α1 , 　α1 ≥ 2.

故 n=2
α
3
α1 , (α≥ 2, α1 ≥ 1)不是方程的解 。

(b)当 p≥ 5, α1 ≥ 1, n=2
α
·p

α1时 ,此时有∑
d n

SL
＊
(d)=(1 +2α)(1 +α1).

同理有∑
d n

S
＊
(d)=(1 +2α)(1 +α1).

故 n=2
α
p
α1 , (p≥ 5, α≥ 2, α1 ≥ 1)是方程的解。

(D)n=2
α
p
α1
1 …p

αk
k时 ,其中 α≥ 2, αk≥ 1, k≥ 2.

(a)当 p1 ≥ 5时 ,由 SL
＊
(n)和 S

＊
(n)的定义知 , SL

＊
(d)=S

＊
(d),故 n=2

α
p
α1
1 …p

αk
k是方程的解。

(b)当 p1 =3, α1 =1时 ,设 n=2
α
· 3· p

α2
2 …p

αk
k =2

α
· 3·n1 ,其中 α≥ 2, αk≥ 1, k≥ 2,此时

∑
d n

SL
＊
(d)=∑

d n
1

SL
＊
(d)+∑

α

i=1
∑
d n

1

SL
＊
(2

i
d)+∑

d n
1

SL
＊
(6d)+∑

d n
1

SL
＊
(3d)+∑

α

i=2
∑
d n

1

SL
＊
(2

i
· 3d),

∑
d n

S
＊
(d)=∑

d n1

S
＊
(d)+∑

α

i=1
∑
d n1

S
＊
(2

i
d)+∑

d n1

S
＊
(6d)+∑

d n1

S
＊
(3d)+∑

α

i=2
∑
d n1

S
＊
(2

i
· 3d).

由 SL
＊
(n)和 S

＊
(n)的定义知 , α=2时 , ∑

d n1

SL
＊
(2

2
· 3d)≥ ∑

d n1

S
＊
(2

2
· 3d).

α>2时 , ∑
α

i=3
∑
d n1

SL
＊
(2

i
· 3d)≥ ∑

α

i=3
∑
d n1

SL
＊
(2

i
· 3d).

故 n=2
α
· 3·p

α2
2 …p

αk
k , (α≥ 2, αk≥ 1, k≥ 1)不是方程的解 。

同理可证 α1 ≥ 2时 , n=2
α
· 3

α1 ·p
α2
2 …p

αk
k , (α≥ 2, α1 ≥ 2, αk≥ 1, k≥ 2)不是方程的解 。

综上可知 ,方程(1)的解为:

(i)n为奇数;

(ii)当 3 n时 , n=2· 3
α1· p

α2
2 …p

αk
k ,其中 p1 <p2… <pk, α1 ≥ 1, αi≥ 0, k≥ 0(i=2, 3, …k);

(iii)当 3 n时 , n=2
α
·p

α1
1 …p

αk
k ,其中 p1 <p2… <pk, p1 ≥ 5, α≥ 1 , αi≥ 0 , k≥ 0(i=1, 2, …k).
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因此对任意实数 s, f(s)≥ ∑
∞

n=0

1

(2n+1)
s,故当 s≤ 1时 ,由数项级数的性质知 f(s)发散;又 f(s)<∑

∞

n=1

1

n
s,故

s>1时 ,由数项级数的性质知 f(s)收敛 ,且有

　　　　f(s)=∑
∞

n=1
n∈ A

1

n
s =∑

∞

n=0

1

(2n+1)
s+∑

∞

n=1
6 n4 n

1

n
s+∑

∞

n=1
2 n3 n

1

n
s

=∑
∞

n=1

1

n
s -∑

∞

n=1

1

(2n)
s+∑

∞

n=1

1

(6n)
s-∑

∞

n=1

1

(12n)
s+∑

∞

n=1

1

(2n)
s-∑

∞

n=1

1

(6n)
s

=∑
∞

n=1

1

n
s -∑

∞

n=1

1

(12n)
s =ζ(s) 1 -

1

12
s

其中 ζ(s)为 Riemannzeta-函数。

于是完成了定理的证明。
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AnequationinvolvingtheSmarandacheLCM dualfunction

WangYu
(DepartmentofMathematics, NorthwestUniversity, Xi' an710127, China)

Abstract:Foranypositiveintegern, dualfunctionsoftwoSmarandacheLCMfunctionaredefinedbySL
＊
(n)

=max{k:k∈ N, [ 1, 2 , …, k]  n}andS
＊
(n)=max{m:m∈ N, m!  n}.Byusingtheelementarymethod,

thesolvabilityoftheequation∑
d n

SL＊(d)=∑
d n

S＊(d)arestudied, andallpositiveintegersolutionsofthis

equationareobtained.

Keywords:SmarandacheLCMfunction;elementarymethod;functionequation
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MeanvalueofCochranesumsovershortintervals

ZhangXiaobeng
(DepartmentofAppliedMathematicsandAppliedPhysics, Xi' anInstituteofPostandTelecommunications, Xi' an710121, China)

Abstract:Asoneapplicationofcharactersumsestimation, considertheCochranesumsC(h, k)=∑
k

h=1

 a
k

ah
k

.ThemeanvaluepropertiesofonespecialkindofCochranesumsovertheshortinterval 1,
p
8

arepresentedbyusingthemeanvaluetheroemsoftheDirichletL-functionsandorthogonalityofcharactersums.

Aninterestingasymptoticformula∑
a<p

8

∑
b<p

8

C(ab, p)=
691

16384
p
2
+O(p

1+ε
), wherep>7 isaprime, isalsoobtained.

Keywords:Cochranesums;shortintervals;asymptoticformula
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