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摘 要:对于著名的 F． Smarandache 函数 S( n) 以及 Euler 函数 φ( n) ，在 n 为无平方因子数的条件下，利用初等方法研

究了方程∑
d | n
S( d) = φ( n) 的可解性问题，并证明了不存在无平方因子数 n 满足该方程．
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0 引言及结论

对于任意正整数 n，著名的 F． Smarandache函数 S( n) 定义为最小的正整数m，使得 n |m! ，即就是 S( n)

= min{ m ∶ m∈ N，n | m! } ． 从 S( n) 的定义，人们很容易推断出，S( 1) = 1，S( 2) = 2，S( 3) = 3，S( 4) =
4，S( 5) = 5，S( 6) = 3，S( 7) = 7，S( 8) = 4，S( 9) = 6，S( 10) = 5，S( 11) = 11，S( 12) = 4，S( 13) = 13，

S( 14) = 7，S( 15) = 5，S( 16) = 6，S( 17) = 17，S( 18) = 6，S( 19) = 19，S( 20) = 5，… 显 然 F．
Smarandache 函数的取值没有明显的规律性，也就是其值分布很不规则，因而这方面的研究工作很难取得

实质性进展． 尽管如此，许多学者还是研究了它的性质，并得到了一系列重要的结果，参阅文献［1 － 7］． 在

文献［8］的问题二中，张文鹏教授建议我们研究方程

∑
d| n

S( d) = φ( n) ( 1)

的可解性，并寻求该方程的所有正整数解，其中 φ( n) 为 Euler 函数． 关于这一问题，我不知至今是否已经

彻底解决或者做出任何实质性进展，但是问题本身是有意义的，至少它能说明这两个函数在那些整数上的

值相同．
本文利用初等方法研究了这一问题，在 n 为无平方因子数的条件下，也就是 n 的形式为 n = P1·P2·

…·Pk 的情况下，证明了方程∑
d| n

S( d) = φ( n) 无正整数解． 具体地说，也就是证明了下面的:

定理 方程( 1) 没有形如 n = P1·P2·…·Pk 的正整数解，其中 P1，P2，…，Pk 为不同的素数且满足

P1 ＜ P2 ＜ … ＜ Pk－1 ＜ Pk．

1 定理的证明

在证明定理之前，我们先给出下面的

引理 如果 n = Pa1
1 P

a2
2 …Par

r 表示 n 的标准分解式，那么 S( n) = max
1≤i≤r

{ S( Pai
i ) } ．

下面我们将利用这一引理完成定理的证明．
在 n 为无平方因子数的条件下，方程( 1) 的左端

∑
d| n

S( d) = S( 1) + ∑
1≤i≤k

S( Pi ) + ∑
1≤i≤j≤k

S( Pi·Pj ) + … + S( P1·P2·…·Pk )

= 1 + ∑
1≤i≤k

Pi + ∑
1≤i≤j≤k

Pj + … + Pk

= 1 + ∑
1≤i≤k

Pi + ( P2 + 2P3 + 3P4 + … + C1
k－1Pk ) + ( P3 + 3P4 + … + C2

k－1Pk )
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+ … + Ck－1
k－1Pk

= 1 + P1 + 2P2 + 4P3 + 8P4 + … + ( C0
i －1 + C1

i －1 + C2
i －1 + … + Ci－1

i －1 ) Pi

+ … + ( C0
k－1 + C1

k－1 + C2
k－1 + … + Ck－1

k－1 ) Pk

= 1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

由 Euler 函数的性质可知方程( 1) 的右边为

φ( n) = φ( P1·P2·…·Pk )

= φ( P1 ) ·φ( P2 ) ·…·φ( Pi ) ·…·φ( Pk )

= ( P1 － 1) ·( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

故为讨论方程∑
d| n

S( d) = φ( n) 的可解性，我们只需要研究等价方程

1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

= ( P1 － 1) ·( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1) 的可解性．
首先容易证明 P1 ≠ 2．
因为若 P1= 2，则方程( 1) 的左端为

∑
d| n

S( d) = 1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

= 3 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

易见∑
d| n

S( d) 是一奇数．

而方程( 1) 的右端为

φ( n) = ( P1 － 1) ·( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

= ( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

考虑到 2 ＜ P2 ＜ … ＜ Pk－1 ＜ Pk，可知( P2 － 1)·…·( Pi － 1)·…·( Pk － 1) 是一偶数． 显然矛盾，

故 P1 ≠ 2．
同样地可以证明 P1 ≠ 3:

假设 P1 = 3，方程( 1) 的左端为

∑
d| n

S( d) = 1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

= 2( 2 + P2 + 2P3 + 22P4 + … + 2 i －2Pi + … + 2k－2Pk )

而方程( 1) 的右端为

φ( n) = ( P1 － 1) ·( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

= 2( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

为使等式∑
d| n

S( d) = φ( n) 成立，必须满足

2 + P2 + 2P3 + 22P4 + … + 2 i －2Pi + … + 2k－2Pk = ( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

在 3 ＜ P2 ＜ … ＜ Pk－1 ＜ Pk 的情形下，2 + P2 + 2P3 + 22P4 + … + 2k－2P 为一奇数，而( P2 － 1) …( Pi

－ 1) …( Pk － 1) 是一偶数．
显然矛盾，故 P1 ≠ 3．
至此，我们得到 P1 应满足 P1 ≥ 5．
现在考虑方程

1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

= ( P1 － 1) ·( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1) 的可解性．
不妨先从 k 的取值情况着手．
当 k = 1 时，

原方程化简为 1 + P1 = P1 － 1． 显然在这种情况下，此方程无解．
当 k = 2 时，
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原方程为 1 + P1 + 2P2 = ( P1 － 1) ·( P2 － 1) ，即 2P1 + 3P2 = P1P2

由 P1 ≥ 5，可知 P1P2 ≥ 5P2

但根据假设有 2P1 + 3P2 ＜ 5P2，故当 k = 2 时，方程亦无解．
下面讨论 k≥ 3 的情形:

此时，原方程等价于

1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

= ( P1 － 1) ( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1)

等式左端

1 + P1 + 2P2 + 22P3 + 23P4 + … + 2 i －1Pi + … + 2k－1Pk

＜ Pk ( 1 + 1 + 2 + 22 + 23 + … + 2 i －1 + … + 2k－1 )

= Pk·2k

对于 1 ≤ j≤ k，Pj 均满足 Pj － 1 ≥ 4，故等式右端

( P1 － 1) ·( P2 － 1) ·…·( Pi － 1) ·…·( Pk － 1) ＞ 4k－1 ( Pk － 1) = 22( k－1) ( Pk － 1)

若等式成立，就有 22( k－1) ( Pk － 1) ＜ Pk·2k，即
Pk － 1
Pk

＜ 2k

22( k－1) = 22－k

由 k≥ 3 可知 22－k ≤ 2 －1，则
Pk － 1
Pk

＜ 1
2

求解可得 0 ＜ Pk ＜ 2． 而这与上述讨论的结果 Pk ＞ Pk－1 ＞ … ＞ P2 ＞ P1 ≥ 5 矛盾，故等式不成立．

结合以上情况我们完成定理的证明，即方程∑
d| n

S( d) = φ( n) 没有形如 n = P1·P2·…·Pk 的正整数

解，其中 P1，P2，…，Pk 为满足 P1 ＜ P2 ＜ … ＜ Pk－1 ＜ Pk 的素数．
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An Equation about the Smarandache Function and the Euler Function
JIANG Shuo

( Department of Mathematics，Northwest University，Xi’an 710127，China)

Abstract: For the famous function and the functionφ( n) ，under the condition of letting n be a quadratic-free number，the
solvability of the equation 

d | n
S( d) = φ( n) is discussed． The inexistence of such n is proved by applying an elementary method．

Key words: F． Smarandache function; Euler function; quadratic-free number; positive integer solution of the equation
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