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摘要:目的　研究一个包含 Smarandache函数 S(n)同余方程的可解性。方法　利用初等方法及原

根的性质。结果　证明了该同余方程有无穷多个正整数解。结论　给出了正整数 n是该同余方程

解的充分条件。
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1　引言及结论

对任意正整数 n,著名的 F.Smarandache函数

S(n)定义为最小的正整数 m使得n m!,即 S(n)=

min{m:m∈ N, n m!}。这一函数是美籍罗马尼亚

著名数论专家 F.Smarandache教授在他所著的

《OnlyProblems, NotSolutions》一书中(参阅文献

[ 1] )引入的 。从 S(n)的定义易推出:如果 n=

p
α1
1 p
α2
2 …p

αr
r表示 n的标准素幂分解式 ,那么 S(n)=

max
1≤i≤r
{S(p

α
i
i)}。由此 ,亦不难计算出 S(n)的前几个

值为:S(1)=1, S(2)=2, S(3)=3, S(4)=4,

S(5)=5, S(6)=3, S(7)=7, S(8)=4, S(9)=

6, S(10)=5, S(11)=11, S(12)=4, S(13)=13,

S(14)=7, S(15)=5, S(16)=6, …。关于 S(n)及

其有关函数的算术性质 ,许多学者进行了研究 ,获得

了不少有趣的结果
[ 2-5]
。例如 ,文献 [ 5] 研究了和式

∑
d n

1
S(d)

(1)

为整数的问题 ,并证明了下面 3个结论:

a)当 n为无平方因子数时 ,式(1)不可能是正

整数。

b)对任意奇素数 p及任意正整数 α,当 n=p
α

且 α≤p时 ,式(1)不可能是正整数。

c)对于任意正整数 n,当 n的标准分解式为 p
α1
1

· p
α2
2 …p

αk-1
k-1 ·pk且 S(n)=pk时 ,式(1)不可能是正

整数 。

此外 ,文献 [ 6] 研究了 S(2
p-1
(2
p
-1))的下界

估计问题 ,并给出了估计式

S(2
p-1
(2
p
-1))≥ 2p+1。

其中 p为任意奇素数 。

对任意正整数 n>1 ,考虑同余方程

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+…

+(n-1)
S(n)
≡ 0 modn。 (2)

本文的主要目的是研究同余方程(2)的可解

性。关于这一问题 ,至今在现有的文献中未见到 。本

文利用初等方法及其原根的性质研究了该问题 ,并

证明了这一同余方程有无穷多个正整数解。同时 ,也

给出了正整数 n满足同余方程 (2)的一个充分条

件 ,证明了下面两个结论 。

定理 1　对任意正整数 n>1 ,当 μ(n)≠ 0时 ,

有同余式

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡
n
4
(1 +(-1)

n
)　modn。

其中 μ(n)为 Möbius函数 。

定理 2　设奇数 n>1且标准分解式为 n=p
α1
1

· p
α
2

2 …p
α
k
k , S(n)=S(p

α
j
j)=α·pj,其中 1≤α≤αj。

则 n满足同余方程(2)的充分条件是对所有 i=1,

2, … , k有 φ(p
α
i
i)不整除 α· pj。

显然 ,当 n为奇无平方因子数时 ,
n
4
(1 +(-
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1)
n
)=0,由定理 1立刻得到下面的推论。

推 论 　对任意奇数 n>1且 μ(n)≠ 0,有同

余式

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡ 0 modn。

显然 ,由定理 1可知同余方程(2)有无穷多个

正整数解 ,即所有大于 1的奇无平方因子数都是同

余方程(2)的解。结合定理 1及定理 2不难推出同余

方程(2)没有偶数解 。

2　定理的证明

利用初等方法及原根的性质来完成定理的证

明 。关于原根的存在性及其有关性质 ,可以参阅文献

[ 7, 8] 。

首先证明定理 1。

设 n>1且 μ(n)≠0,于是由 F.Smarandache函

数的性质可设 S(n)=S(p1 , p2 , …, pk)=pk。当 n为

奇数时 ,对任意 pi, 1≤i≤k,设 g为模 pi的原根 ,显

然自然数 1, 2, … , n-1中包含了模 pi的
n
pi
个简化剩

余系 ,于是由原根的性质可得

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +(n-1)

S(n)
=

1
pk+2

pk+3
pk+… +(n-2)

pk+(n-1)
pk≡

n
pi
(g

0·pk+g
1·pk+g

2·pk+… +g
(pi-2)·pk)≡

n
pi
g
(pi-1)·pk-1
g
pk-1

modpi。 (3)

因为 g为模 pi的原根 ,所以 g
pi-1≡ 1modpi,从而推

出 g
(pi-1)·pk≡ 1modpi,而(pk, pi-1)=1,所以(g

pk

-1, pi)=1,因此有

g
(p
i
-1)·p

k-1
g
pk-1

≡ 0 modpi。 (4)

结合同余式(3)及(4)立刻得到

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡ 0 modpi。 (5)

注意到 p1 , p2 , …, pk两两互素 ,且每个 pi均整除 1
S(n)

+2
S(n)
+3

S(n)
+… +(n-1)

S(n)
,所以由式(5)知乘

积 p1·p2…pk =n也整除 1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
,即

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡ 0 modn。

于是证明了当 n为奇无平方因子数时 ,定理 1成立 。

当 n为偶无平方因子数时 ,由前面的证明过程

可知若 pi为 n的奇素因子时 ,式(5)仍然成立 ,所以

易推出同余式

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡ 0mod

1
2
n。 (6)

同时也易验证

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡ 1mod2。 (7)

注意到(2,
1

2
· n)=1,结合式(6), (7)不难推出

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡

1
2
·n≡

n
4
(1+(-1)

n
)modn。

于是完成了定理 1的证明。

现在证明定理 2。

设奇数 n> 1且标准分解式为 n=p
α
1

1 ·

p
α2
2 …p

αk
k , S(n)=S(p

αj
j)=α· pj,其中 1≤α≤αj。

对任意 1≤i≤k,根据原根存在定理可知 p
αi
i存在原

根 ,设 g为模 p
α
i
i的任一原根 ,显然自然数 1, 2, 3, …,

n-1中恰好包含模 p
αi
i的

n
p
αi
i

个简化剩余系 ,从而由

原根的性质知

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +(n-1)

S(n)
=

1
α·pj+2

α·pj+3
α·pj+… +(n-1)

α·pj≡

n
p
αi
i

(g
0·α·pj+g

1·α·pj+g
2·α·pj+… +

g
(φ(pαii)-1)·α·pj)≡

n
p
αi
i

g
φ(pαii)α·pj-1
g
α·pj-1

　modp
αi
i。 (8)

因为 g为模 p
α
i
i的原根且 φ(p

α
i
i)不整除 α· pj,所以

p
αi
i不整除 g

α·pj-1,从而(g
α·pj-1, p

αi
i)=1。所以 ,由

式(8)并注意到 g
φ(pαii)α·pj-1≡ 0modp

α
i
i立刻得到

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +(n-1)

S(n)
≡ 0mod

p
αi
i。 (9)

显然 p
α
1

1 , p
α
2

2 , … , p
α
k
k两两互素 ,所以由式(9)及整除

的性质知

1
S(n)
+2

S(n)
+3

S(n)
+… +

(n-1)
S(n)
≡ 0modn。

于是完成了定理 2的证明。
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Abstract:Aim　TostudythesolvabilityofacongruentequationinvolvingtheSmarandachefunction.Methods　
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hasinfinitepositiveintegersolutions.Conclusion　Asufficientconditionisgivenforpositiveintegernsatisfying

thecongruentequation.
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·学术动态 ·

我校学报国际传播影响力日益扩大

我校学报编辑部近年来利用各种媒介 ,特别是网络传播方式 ,使文 、理两种学报的国际传播数量和范围

迅速扩大 ,单纯网络传播数量扩张比 2000年增长了近四倍 。通过图书国际交流渠道订阅或交流至 100多个

国家和地区(每期 400余册)。被引频次和影响因子:理科学报在综合性大学自然科学学报的排名保持在 8

-10名 ,在武大 、南大 、天大 、川大 、浙大之前 ,为教育部科技司评选的 52种精品科技期刊之一;文科学报在

211大学人文社科学报中的排名保持在 11名左右 ,在川大 、兰大 、山大之前 ,蝉联三届全国百强学报 。

理科学报自 1982年以来被美国 MR数据库摘评 540篇(自 1982年入选该库以来 ,至今仍被摘录者仅存

西大 、清华 、上交大 、西交大 、同济等 5家),自 1984年以来被美国 CA数据库摘录 844篇 ,自 1991年以来被德

国 ZMATH数据库摘录 324篇 ,另被英国 ZR数据库 、俄罗斯 AJ数据库(几乎为全部收录)、美国汤姆森路透

公司 、英国《剑桥科学文摘 》、加拿大国家研究委员会等机构收录。

目前 ,通过自办独立网站 、网络版和全文上网同方 、万方 、维普 、龙源 、台湾华艺 5个大型数据库等渠道 ,

仅每天通过龙源网访问社科版的读者就有 68人次 ,估计文理学报总访问量至少在数百万次以上 。截止

2009年 5月 5日 ,文 、理学报在全世界范围 ,仅在自办网站和中国知网即被访问达 151万次以上(中国知网

83万次)。其中仅 2008年在亚洲被访问 80万次 ,在欧洲被访问 1.7万次 ,在北美洲被访问 1 274次 ,在大洋

洲被访问 183次 ,在非洲被访问 46次。其中 ,哲学与人文 、经济与管理科学 、地球科学 、化学与化工 、生命科

学 、信息科学贡献了被访频次的半数以上 。这些数据说明 ,文 、理学报已成为我校最强大的对外学术传播窗

口 。

(亢小玉)
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