
　第 27卷　第 4期 延安大学学报(自然科学版) Vol.27　No.4
　　2008年 12月 JournalofYananUniversity(NaturalScienceEdition) Dec.2008

一个包含 Smarandache函数的方程的可解性及正整数解

朱晓艳 ,高　丽

(延安大学 数学与计算机科学学院 , 陕西 延安 716000 )

摘　要:主要目的是研究函数∑
d n
 s(d)= (n)的可解性 ,并给出该方程的所有正整数解 。其中∑

d n
表

示对 n的所有正因子求和 。
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1　引言及结论

对于任意的正整数 n,设 n=p1
a1p2

a2…pk
ak为 n

的标准分解式 ,我们定义函数  s(n)=max{α1p1 ,

α2p2 , …αkpk},  (n)是欧拉函数 ,关于欧拉函数的研

究是初等数论中非常重要和有意义的课题 ,许多学

者研究了它的性质 ,参考文献 [ 1-3] 。显然当 n=1

时 ,  (n)=1;当 n>1时 ,  (n)=p1
α1-1(p1 , -1)

p2
α2-1(p2 -1)…pk

αk-1(pk-1),本文的主要目的是

研究下面函数方程的可解性。

即就是求方程∑
d n
 s(d)= (n) (1)

的所有正整数解 。具体地说就是证明下面的

定理:对任意的正整数 n,方程(1)成立当且仅

当 n=1, 9, 20。

2　定理的证明

这节我们将给出定理的证明。首先将所有正整

数分情况来讨论:

(1)当 n=1时 , ∑
d n
 s(d)= (n),得 n=1是方程

的解。

(2)当 n=p
a
为素数方幂时 ,

∑
d pa
 s(d)=1+p+2p+…ap

 (p
α
)=p

α
-p

α-1

1+p+2p+…αp=p
α
-p

α-1

显然等式右边是 p的倍数 ,而左边不是 p的倍数 ,矛

盾。所以 n为素数方幂时不是方程的解。

(3)当 n>1且 n的最小素因子的方幂为 1时 ,

若 n=p1p2
a2…pk

ak=p1n1且满足方程 ,则由结论(2)

知 k≥2,于是由  s(n)的定义可得:

∑
d n
 s(d)=∑

d n
1

 s(d)+∑
d n

1

 s(p1d)=

2∑
d n

1

 s(d)+p1 -1=p1n1。

显然等式两边的奇偶性相反 ,此时等式不成立。

由结论(3)立刻得到:如果 n为无平方因子数 ,

则不可能满足方程式。

现在证明一般情况 ,假定整数 n>1满足方程 ,

由结论(2)及(3)知 n至少有两个不同的素因子 ,而

且最小素因子的方幂大于 1,于是可设 n=p1
a1p2

a2…

pk
ak, α1 >1, k≥2,设  s(n)=αp,下面分情况讨论。

(1)α=1,此时 p必定为 n的最大素因子 ,令 n

=n1p,注意到当 d n时 ,有  s(d)≤p-1,于是由

∑
d n
 s(d)= (n)得

 (n1)(p-1)=∑
d n

1
p
 s(d),

∑
d n

1

 s(d)+∑
d n

1

 s(dp)

=∑
d n

1

 s(d)+∑
d n

1

p≤1+(p-1)pd(n1)

=2+(2p-1)d(n1)-p。
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　　或者  (n1)<2d(n1)其中 d(n1)为 Dirichlet除

数函数 ,由上式可得 n1不可能为素数 ,且 n1≥6又

由于 n1的最小素因子的方幂大于 1,所以当 n1 =8

时 ,有

 (n)=∑
d n

1
p
 s(d), 　 (8p)=∑

d 8p
 s(d),

 (n1)(p-1)=∑d n
1
p
 s(d),

4(p-1)=4p-4=∑
d 8p
 s(d)

= s(1)+ s(2)+ s(4)+ s(8)+ s(p)+ s(2p)+

 s(4p)+ s(8p)=1+2+4+6+4p

可得出 n1 =8不是方程的解 。

同理 ,当 n1 =9时 ,  (9p)=∑
d 9p
 s(d)　可解的 p=

16。当 n1 =20时 ,由  (20p)=∑d 20p s(d)解的 p=30。

(2) s(n)=αp且 α>1,此时设 n=n1p
α
, (n1 , p)

=1,若 n满足方程式∑
d n
 s(d)= (n)。

则  (n)= (p
α
) (n1)=(p

α
-p

α-1
) (n1)=

∑
α

i=0
∑
d n1
 s(p

i
d)

容易看出方程左边是 p的倍数 ,而右边不是 p

的倍数 ,得出矛盾。

综上所有情况可得 n=1, 9 , 20。
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TheSolutionoftheEquationInvolvingSmarandacheFunction
anditsPositiveIntegerSolution

ZHUXiao-yan, GAOLI
(DepartmentofMathematicsandComputerScience, YananUniversity, Yanan716000, China)

Abstract:Themainpurposeofthispaperistostudythesolutionoftheequation∑
d n
 s(d)= (n), andgiveitsall

positiveintegersolutions.
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