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一个包含 Smarandache函数的混合均值

马金萍

(西北大学数学系　西安 710069)

摘要:对于任意正整数 n ,用 S(n)表示 Smarandache函数 , L(n)表示不大于 n 的所有正整数的最小公倍数.运用初

等方法研究函数 S(L(n))的均值性质 ,并给出一个有趣的渐近公式.
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　　对任意正整数 n ,著名的 Smarandache 函数 S(n)被定义为能够使得 n m ! 成立的最小正整数 m ,即

S(n)=min{m ∈N:n m !}.从 S(n)的定义和性质我们很容易推断 ,如果 n=p
α
1

1 p
α
2
2 …p

α
k
k 为 n 的标准素因数

分解式 ,则有

S(n)=max
1≤i≤k
{S(pαii )} (1)

当然也不难推断 ,对于素数 p 有S(p)=p ,并且除 n=4和 n=p外有S(n)<n.因此下列关系式显而易见

π(x)=-1 +∑
[ x]

n=2

S(n)
n

,

其中 , π(x)为不超过 x 的素数个数 , [ x] 为不大于 x 的最大整数.

另外 ,我们定义函数 L(n)为不大于 n的所有正整数的最小公倍数 ,即 L(n)=[ 1 , 2 , … ,n] .

关于 S(n)的算术性质 ,已有一些研究结果[ 1-3] .但是关于复合函数 S(L(n))的性质 ,还未见有人研究.

本文利用初等方法研究函数 S(L(n))的均值性质 ,并得出一个有趣的渐近公式.

引理
[ 4]
　设 pn 表示第n 个素数 ,dn =pn+1 -pn ,则有估计式

∑
p
n
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,

其中 ,ε表示任意给定的正数.

定理 　对任意实数 x ≥1 ,我们有渐近公式

∑
n≤x

S(L(n))=
1
2
x
2
+O x

23
18
+ε
,

其中 ,ε表示任意给定的正数.

证明 　设 p1
β
1 p2

β
2 …ps βs 为 L(n)的标准素因数分解式 ,考虑到当 n <p i ≤n时 , βi =β(p i)=1.所以

有

L(n)=[ 1 ,2 , … ,n] =p1
β(p
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由于 p i
β(p

i
)
≤n ,所以对较大的 n ,注意到

n
2
≤pπ(n)≤n ,所以当 β(p i)≥2时 ,由函数 S(n)的定义及性

质有

S(p i
β(p

i
)
)≤β(p i)p i ≤β(pi) n ≤ nlnn ≤pπ(n) ,

因此结合(1)式 ,推出当 n较大时函数S(L(n))满足

S(L(n))=max {S(p1
β
1),S(p2

β
2), …, S(p s

β
s)}=pπ(n).

从而有
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　　　　　　　　　　∑
n≤x

S(L(n))= ∑
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结合引理及上式我们立刻推出

∑
n≤x

S(L(n))= 1
2
x
2 +O x

23
18+ε .

定理证毕.
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A Hybrid Mean Value Involving the Smarandache Function
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Abstract:For any po sitive integer n , let S(n)denote the Smarandache function , and L(n)be the

least common multiple of al l posi tive integ ers no t exceeding n.The mean value property of

S(L(n))is studied , and an interesting asymptot ic fo rmula for i ts mean value is obtained.
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