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一个包含S m a r a n d a e h e原函数的方程
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摘 要 设 p 为素数
,
n 为任意正整数

,

我们定义 S m ar an d ac ha 原函数 凡 (司 为最小正

整数 k
,

使得 p ” }!k
,

即凡 (n) = m in { k 任 N
: p ” }!k }

.

本文利用初等方法研究了方程

凡 l() + 凡 (z) +.
二 + 凡 (n) 一 凡 (粤

三 ) 的可解性
,

并给出了该方程的所有正整数解
.
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A b s t r a e t L e t p b e a P r im e ,
n b e a

yn p o s it i v e i n t e g e r
.

w 晚 d e if n e t h e Sm a r a n d ac h e

p r im i t ive fu
n e t io n

凡 (
n ) as t h e s m a l l e s t p o s i t iv e i n t e g e r s u e h t h a t 凡 (n )! 1

5 d i v i s ib l e

b y p 几
.

I n t h i s p a p e r
,

we us e t h e e l e m e n t a 叮 m e t h o d s t o s t u d y t h e s o lva b i l i t y o f t h e

e q u a “ o n

凡 ( 1 ) + 凡 (2 ) + … + 凡 (
n ) 一 凡 (业誉且 )

, a n d g ive a l l i t s s o l u t i o n s
.
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1 引言及结论

设 p 为素数
,
n 为任意正整数

,

我们定义 Sm ar an d ac he 原函数 凡 (n) 为最小的正整数 k
,

使

得 p n
Ik !

,

即

凡 ( n ) = m i n {k 任 N
: 尹几 { k ! }

·

例如
,

3S ( 1 ) = 3
,

3S ( 2 ) = 6
,

3S (3 ) = 9
,

3S ( 4 ) = 9
, .

… 在文献 【11中的第 4 7
,

4 8 和 4 9 个问题中
,

美籍罗马尼亚著名数论专家 Sm ar an d ac he 教授建议我们研究函数 凡 ( n) 的性质
.

为方便起见
,

我

们称函数 凡 (n ) 为 Sm a r a n d a e h e
原函数

.

Sm a r a n d a e h e
原函数 凡 (n ) 与著名的 S m a r a n d a e h e 函

数 s( n) 之间有着非常紧密的联系
,

此处

S (n ) 二 m i n {m
:
m 任 N

,
n 】二 ! }

.
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从n S ) ( 的定义容易得到S 伽) == p
,

且当 n 笋 4
,
n 子p 时

, ,

(n)
< n

.

因此有
I
二」 r 。 , 、 :

_ , 、 , .

、尸、 1 0 、 7乙) t
7T 气x ) 二 一 1 十 夕 ,

—
}

一
l 了乙 l

几 = 2 ` 曰

其中 7r
(x) 表示小于

x 的素数的个数
,

Sm ar an d
ach

e 函数 S (n )
,

Sm ar an d ac h e
原函数凡 (

n
) 以及关于 Sm a r a n d ac h e 原函数方程的

研究是数论中一个重要且很有意义的课题
,

因此许多学者都对此作了研究 l卜 6]
.

张文鹏和刘端森

在文 lz[ 中给出了 凡(n) 的一个有趣的渐近公式
,

即对任意给定的素数 p 和任意的正整数 。 ,

有

、 (·。一 。 一 1 )· + o

(念
·

,二
)

梁放池和易媛 s[] 指出
:
令 p 为素数

,
n 为任意的正整数

,

则对于任意实数
x 全 2

,

有

艺
几 < z

S p (。 + 1 ) =今 (” )

1 _ : + 。
`马

·

P 、 I n P /

以上工作的美中不足是他们仅给出了方程解之和的渐近公式
.

本文利用初等方法研究了方程

、 ( 1。十 、 (2 , + … + 、 (·卜 、
(坐尹

2
)

的可解性
,

并给出了该方程的所有正整数解
.

即就是我们证明了下面的结论
:

定理 令 p 为给定的素数
,
n 为任意正整数

,

则方程
、 ( 1。十 、 (2。、 … + 、 (·卜 、

(
竺垫子卫) (

*
)

迈癸生}
,

此处 xI] 表示不超过
二
的最大整数

·

9ù一.上

有有限个解
.

它们是 n =

特别对 p = 3
,

5
,

7
,

我们有
:

推论 1 方程 凡 l( ) 十 s3 (2 ) + … + & (n ) 一 凡 (丛誓且 ) 的所有正整数解为
。 一 l

,

.2

推论 2 方程 & l( ) + & (2 ) 十 … + & (n ) 二 & (已誓且 ) 的所有正整数解为
。 一 1

,

.2

推论 s 方程 易 (1 ) + 5 7

(2 ) + … + 5 7

(
n
) 一 5 7

俨乌巴 ) 的所有正整数解为
n = z

,

2
,

3
.

2 两个简单引理

为了完成定理的证明
,

我们需要引入下面的
:

引理 1 对任意正整数 。 1 ,

。 2 ,

…
,

。 。
且 (。

: ,

。 2 ,

…
,

二。
) = l

,

我们有

。 l !二2 ! … 二。 ! { (。
: + m : + … + 。 。 一 l )!

.

证明 因为 (二
l ,

。 2
,

…
,

二。
) = l

,

所以存在整数
a l , a Z ,

…
, a 。 ,

使得
a l m ; + a Zm

: + … +

a 。爪。 = 1
.

所以上式两边乘以 (二
: + m

: + … + 。 。 一 1) ! 可得
a l
o

l
(。

: + m
Z + … + 二。 一 l )! +

a Z二2 (m
l + 二 2 + … + 。 。 一 l )! + …

+ a 。 。 。
(。

1 + 。 : + … + 。 。 一 1) !

= (。
1 + m

: + … + m
。 一 l )!

.

( l )

注意到 (nT
l 一 l )!m

Z !… 二。 ! .(。
1 + 二 : + … + 。 。 一 1 )!

,

所以 二 l !二 2 !… 。 。 ! } (二
; + 。 : +

… 十 。 。 一 l) !m
:

.

同理可得

m l !二2卜二 二。 ! } (二
: + m : + … + m

。 一 1 )!。
2

.

tn
l !m

Z卜 二二。 ! } (m
: + 。 2 + … + m

。 一 1 )!m
o

.
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结合 ( l) 我们有

m l !m
Z卜二 m 。

川(m
l + m : + … + m 。 一 l ) !

.

这样便证明了引理 l

引理 2设 。 是正整数
,

p 是素数
,

满足 aP }}烈
,

那么 a =

证明 见文献 !7」中第一章定理 .2

l共 1
L p

一 J

3 定理的证明

这节我们来完成定理的证明
.

首先
,

由 凡 (劝的定义可知
,

当且仅当 k 三 p 时
,

凡(哟 = p k
.

如果 k > p
,

则 凡 (哟 <
kP

.

因

此假如 卫二誓业 三 ,
,

即 1 三 。 三 [迈爵
王}

,

此处 x[] 表示不超过
二
的最大整数

,

那么

、 厂卫垫士卫、
“

、 2 /

n (。 + l )
= -一一下厂一一 P

·

`

}时

(2 )

注意到 [嘿黔 } 三 ,
,

因此当 1 丛。 三 !西零已

凡 ( 1 ) + 凡 (2 ) +

结合 ( 2 ) 及 (3) 式
,

容易得到 。 =

… + 凡 (司 = p + 2P + …
n (n + 1 )

+ 几p = - - 二一一 p
.

咬3 )
`

l
,

2
,

…
,

!西零二 ]是方程 (
*
) 的解

如果 !西零二 } < 。 ` ,
,

则 卫二誓且 > ,
,

那么

_
/ n ( n + 1) \ n (n + 1)

。 p 1 es es es ; es es ee l < - 一
一
又一一一 P

,

一

\ 乙 / `

然而

剐 1) 、 卿 ) + … 、
剐 n) = 卫二卫井卫

.P

乙

因此
,

方程 (*) 无解
.

如果 。 一 , + l
,

则 凡( 1 ) + 凡 (2 ) + … + 凡 (n ) 一 , + 2 , + … + p
·

, + ,
·

, 一

粤兰 ,
.

则当 , = 2 时
,

凡( 1) + 凡 ( 2 ) + … + 凡 (n ) 一 凡 ( l ) + 凡 (2 ) + 凡 ( 3 ) = 黑抖
2 = 10

,

而

凡 (业誉且 ) 一 sz(
6 ) 一 8

1< 0
.

所以此种情况下方程 *( ) 无解
.

当 , 一 3时
,

凡 ( ` ) + 凡 ( 2 ) +
,

二 + 凡 (。 ) 一 凡 ( 1 ) + 凡 (2 ) + 凡 (3 ) + 凡 (4 ) 一 鱿譬卫
3 一 2 7

,

而

凡 (粤
且 ) 一 凡 l( 0) = 24 < 27

.

所以此种情况下方程 *( ) 也无解
.

当 p > 3 时
,

考虑到
二三 f 史全巫匕里

。 1 。 2 二 , 们 _ 。 r 。 2 二 q。 _ , 1

、 、 1 2 扩 l _ 尸 ’ u尸 习 .

1尸
. 。 尸 ` l

2 }

—
} 一

—
州r }

—
}

澎 L 尹 」 “ L 妙
’

」

尹 + 却 一 2

2

.

P + l
州卜 - -气丁- - =

2

沪 + 4P 一 1

2
>
(p + 1) (p + 2 )

2

所以
。
了(p + 1) (尹 + 2 ) \

,

0 0 .

—
. 、

犷 、 2 / 一

(p Z + 3 p 一 2 ) p (p + 3 )
一一一一一只- 一 - P <

一
又一- P,

` 乙

即
、 ( 1 , + 、 ( 2, +

一
、 (

· )· 、

俨号
卫
)

从而 n = p + 1不是方程 (*) 的解
.
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如果 n全 p + 2
,

那么总存在 二` 兰 葱 “ = 1
,

2
,

…
,
n
)
,

使得 凡 ( 1 ) = 。 l p
,

pS (2 ) =

m ZP
,

…
,

凡(n) 二 。 。 p
.

所以

凡 (1 ) + pS (2 ) + … + 凡 (n ) = m
l p + m

Z p + … + 二。 p = (。
1 + 。 : + … + m

。

)p
.

(4 )

事实上
,

我们有 二
: = l

,

。 : = 2
,

…
,

。 , = p
,

并且由 凡 (。 ) 的定义
,

有

/
导 「肠川

之 /
,

l
~

甲二一 l

着 L P’ 」
(1 三 j 三 n)

另一方面
,

注意到 。 p + : = p
,

m
p + : = p + 1

,

所以 仍p ,

二 p + 1 ,

…

G

~ 取整函数 阔 的性质并结合引理 l
,

2 及 ( 5) 式
,

有

(5 )

,

m 。
互素

,

当 p > 2 时
,

利用

(二
1 + tn : + … + m

。

)尹
一 l

P
t

8艺=i1

r

es
...L工

ee
月月..LL..
几

....L工

ee
ee..L8

艺曰8艺阁
8
艺= m

i + 爪 2 + …

= m 一 + m Z + …

+ tn 。 一 1 +

+ m
。 一 1 +

= m
i + m Z + … + m 。 一 1 +

云二 2

J 口

垫竺卫些二土坠竺卫)
P

.

J

玉垫竺竺里兰二止竺二2 2卫土卫二三!
P

’

」

已专且 , + , 一 1 + (m
; + 肠

+ 1 + … + 二。 一 ` ),

P t

全 m
: + 。 2 + … + m

。 一 ` +
艺
该= 2

过立卫 2二
。 _ 们

2
’ 尸 占 !

—
l 甲

P
.

」

m
p + m

p+ 1 + … + 爪。 一 1

P t

r......L, esesesesesesJ8
艺间--1

O 0

全 m l + 二 2 + … + m。 +
艺
云= 1

m
p + 爪 p + i + … + m

。

P t

全

(
、 ·

睿}鲁})
·

(
m

一睿}等))
·

·

… (
m

n ·

睿!鲁1)
· 。 1· m

Z·

一一

客图
·

叠图
·

·

…睿图
: 1 · 2 ·

一罕
·

也就是说 , 州宁且 } ( (。
l + 二 2 + … + m。

), 一 1 )!
.

因此
_ / n (n + 1 ) \

饰 l
月

se se下犷 se se , 5 Lm l + 爪 2 + … + m。
)P 一 1 < Lm

l + m
Z + … + m

。
)P

·

、 ` /
(6 )

结合 (4 )
,

( 6 ) 式立刻得到 凡 ( l ) + 凡 (2 ) + … + 今 (n ) > 凡 (
分析

,

容易得到 凡 l( )十 凡 (2 ) + … + 凡 (。 ) > 凡 (坐尸 所以

坐尸 )

于以
,

当

.

当 p 二 2 时
,

同理于上面的
n 全 p + 2 时

,

方程 (
*
) 无解

.

综合以上各种情况
,

我们立刻完成定理的证明
.
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