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一个包含 Smarandache可乘函数方程的正整数解
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摘　要:利用初等方法 ,研究一个包含 Smarandache函数方程的可解性 ,给出了它的所有正整数解 .
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1　引言及结论

对任意正整数 n,我们定义一种 Smarandache可

乘函数  S(n)为:

 S(n)=max
1≤i≤r
{αipi∶n=p
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在文献 [ 1]中 , LiuYanniandGaoPeng获得了

一个有关  S(n)的复合函数的一个均值估计式 。即

就是 ,对任意实数 x≥2有

∑
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其中 Pd(n)是 n的所有因子的乘积函数 ,即 Pd(n)

=∏
d n
d.

在文献 [ 2]中 , MaJinping获得了有关  S(n)的

一个均值估计式 .即就是对任意实数 x≥2有

∑
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在 [ 3]中 , Smarandache要求我们研究这些可乘

函数的性质 .这篇文章中 ,我们主要利用初等方法

研究了一个包含 Smarandache函数  S(n)方程的可

解性 ,并给出该方程的所有正整数解 .具体地说也

就是证明下面的:

定理　方程

 S(∑
n

k=1
n
k
)=φ(n)∏

n

k=1
 S(k) (1)

有且只有一个解 n=1.

2　两个简单引理

为了完成定理的证明 ,我们需要两个简单引理 ,

现叙述并证明如下:

引理 1　对于任意正整数 n, n>1 ,有  S(n)>1.

证明　由于 n>1,所以由 [ 4]的代数基本定理 ,

n有典型分解式

n=p
α1
1 p
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2 …p
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r.

而且 p=min
1≤i≤r
{pi}≥2,根据  S(n)的定义知 ,

 S(n)≥p>1

于是完成了引理 1的证明 .

引理 2　如果 a, b是互素的正整数 ,那么

 S(ab)=max{ S(a),  S(b)} (2)

证明　分两种情况考虑:

(1)若 a与 b中至少有一个为 1,则(2)式显然

成立;

(2)若 a和 b都不等于 1,则

a=p
α1
1 p
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由于(a, b)=1 ,所以 p1 , p2 , … , pr,及 pr+1 , pr+2 , …pt

是 t个两两不等的素数 .又由  S(n)的定义知 ,

 S(ab)=max
1≤i≤t
{αipi}=max{max

1≤i≤r
{αipi}, maxr+1≤i≤t

{αipi}}=max{ S(a),  S(b)}.

于是完成了引理 2的证明 .

引理 3　对任意的正整数 n,有 1+n+n
2
+…
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+n
n-1
是奇数 .

证明　分两种情况考虑:

(1)当 n是奇数时 , n及 n的任意次方都是奇

数 ,则 n+n
2
+… +n

n-1
是 n-1个奇数的和 ,及 n+

n
2
+… +n

n-1
是偶数 ,同时得到 1 +n+n

2
+… +

n
n-1
是奇数;

(2)当 n是偶数时 , n+n
2
+… +n

n-1
是偶数 ,同

时有 1+n+n
2
+… +n

n-1
是奇数 .

由上面的讨论知 ,不管 n取奇数还是偶数 , 1+n

+n
2
+… +n

n-1
总是奇数 .

于是完成了引理 3的证明 .

引理 4　对任意的正整数 n(n>5),有 nlogn

<2
n-1
.

证明　当 x>5时 ,令 f(x)=2
x-1
-xlogx.则 f

(x)的导数

f′(x)=2
x-1
log2-logx-1=log2

2x-1

-logex, (3)

我们能够得到 f′(x)>0.事实上 ,由于 logx是递增

函数 ,所以只需验证

2
2
x-1

>ex

成立即可 .因为当 x>5时 , 2
x-1
>2(x-1)即 2

2
x+1

>4
x+1
,如果我们证明 4

x-1
>ex,或者证明 log4

x-1
>

logex,或 x-1>logx+1则(3)>0成立 .我们令

g(x)=x-logx-2

由于当 x>5时 ,其导数 g′(x)>0.所以 g(x)为递

增函数 ,及

g(x)>g(5)=5-log5-2>5-2-2=1>0.

于是得到 2
2
x+1

>ex,及 f(x)也是递增函数 .从而有

f(x)>f(5)=2
5-1
-5log5>64-10>0即有 nlogn

<2
n-1
.

于是完成了引理 4的证明 .

3　定理的证明

现在我们来完成定理的证明 .

(ⅰ)当 n=1时 , (1)显然成立 .

(ⅱ)当 2≤n≤5时 ,通过简单验证 ,这些 n都

不是方程(1)的解 .

(ⅲ)当 n>5时 ,设 n是方程(1)的解 .此时由

于(n, 1+n+n
2
+…n

n-1
)=1,由引理 2有

 S(∑
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n
k
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如果  S(n)> S(1+n+n
2
+…n

n-1
),则

 S(∑
n

k=1
n
k
))= S(n).

代入方程(1),得  S(n)=φ(n)∏
n

k=1
 S(k),即

1=φ(n)∏
n-1

k=1
 S(k).

又当 n≥5时 ,由引理 1得  S(n-1)>1.故上

式不可能成立 .也就是说一定有

 S(n)< S(1+n+n
2
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). (4)

联立(1)和(4),得
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 S(k).
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的标准分解式 ,由  S定义得

 S(1+n+n
2
+…n

n-1
)=max

1≤i≤r
{αipi}=αp. (5)

联立(1), (4)和(5)得

　　　　　αp=φ(n)∏
n

k=1
 S(k) (6)

即 p φ(n)或 p  S(k), 1≤k≤n且

α=
1
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由引理 3知 , 1+n+n
2
+…n

n-1
是奇数 ,且 pi≥3, 1

≤i≤r.又 p
α
<n

n
,即

α<
nlogn
logp

≤
nlogn
log3

<nlogn (8)

联立式(7)和(8),得 nlogn<2
n-1
.由引理 4

知 ,这是不可能的 .这充分说明对所有 >5的正整

数 ,都不是方程 (1)的解 .综合以上 (ⅰ), (ⅱ)及

(ⅲ),得到方程(1)有且只有唯一正整数解 ,且其解

为 n=1.

于是就完成了定理的证明 .
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结合文献 [ 2]以及(3)(4)(5),得

∑
m≤n
a(m)=nk
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　　这就完成定理 1的证明 。

其次证明定理 2,对任意的正整数 n, k=[
4

n]

表示不小于
4
n的最小整数 ,则(k-1)
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　　结合文献 [ 2]以及(4), (5), (9)式可得:

∑
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　　这就完成定理 2的证明 。
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Abstract:Letnbeapositiveinteger, a(n)bethelargestk-powernumberlessthannequalton, andb(n)be

thesmallestk-powernumbergreaterthannorequalton.Themainpurposeofthispaperistostudytwosumfor-

mulasofthesequences{a(n)}and{b(n)}.
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Abstract:Themainpurposeofthispaperisusingtheelementarymethodstostudythesolvabilityoftheequation

involvingSmarandachefunction, andgiveitsallpositiveintegersolution.
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