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一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数的方程①
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摘要：利用初等数论及组合方法讨论了一个包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ对偶函数的方程∑
ｄ｜ｎ

１
Ｓ＊（ｄ）

＝３Ω（ｎ）的可解性．得到了其所

有正整数解的具体形式，即方程所有奇数解为ｎ＝ｐ３　ｑ５（ｐ，ｑ为奇素数），所有偶数解为ｎ＝２８·３１１４，ｎ＝２１０·３３６，ｎ

＝２１６·３１８，ｎ＝２αｐ２，ｎ＝２ｐｑｒ（α＞１，ｐ，ｑ，ｒ为大于３的奇素数）．
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著名的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）定义为使得ｎ｜ｍ！的最小的正整数ｍ．即Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ，

ｎ｜ｍ！｝［１－３］．关于函数Ｓ（ｎ）的算术性质参见文献［４－１０］．文献［７］引入了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）的对

偶函数Ｓ＊（ｎ）如下：对于任意正整数ｎ，Ｓ＊（ｎ）定义为使得ｍ！｜ｎ的最大的正整数ｍ，即有Ｓ＊（ｎ）＝
ｍａｘ　ｍ：ｍ∈Ｎ，ｍ！｜ ｝｛ ｎ ．关于Ｓ＊（ｎ）的算术性质参见文献［１１－１６］．文献［１１］研究了Ｓ＊（ｎ）的函数方

程∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜ｎ
Ｓ＊（ｄ）的可解性，并得到了一个有趣的结论：若

Ａ＝ ｛ｎ：∑
ｄ｜ｎ
ＳＬ＊（ｄ）＝∑

ｄ｜ｎ
Ｓ＊（ｄ），ｎ∈Ｎ｝

则对于任意的实数ｓ，Ｄｒｉｃｈｌｅｔ级数ｆ（ｓ）＝ ∑
ｎ＝１，ｎ∈Ａ

１
ｎｓ
在ｓ≤１时发散，在ｓ＞１时收敛，且有恒等式ｆ（ｓ）≡

ζ（ｓ）１－
１
１２（ ）ｓ ，其中ＳＬ＊（ｎ）为Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ　ＬＣＭ函数的对偶函数，ζ（ｓ）表示Ｒｉｅｍａｎｎ　Ｚｅｔａ函数．

设Ω（ｎ）表示正整数ｎ的所有素因子的个数（按重数计算），即若ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ 表示正整数ｎ的标准

分解式，则Ω（ｎ）＝α１＋α２＋…＋αｋ．本文主要研究函数方程

∑
ｄ｜ｎ

１
Ｓ＊（ｄ）

＝３Ω（ｎ） （１）

的可解性，利用初等及组合的方法获得了方程（１）的所有正整数解．
定理 　 函数方程（１）的所有奇数解为ｎ＝ｐ３ｑ５（ｐ，ｑ为奇素数），所有偶数解为ｎ＝２８·３１１４，ｎ＝２１０·

３３６，ｎ＝２１６·３１８，ｎ＝２αｐ２，ｎ＝２ｐｑｒ（α＞１，ｐ，ｑ，ｒ为大于３的奇素数）．
证 　 显然，由Ｓ＊（ｎ）和Ω（ｎ）的定义知，ｎ＝１不是方程（１）的解，下面假设ｎ＞１．

? 若ｎ为奇数，分情况讨论如下：
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① 当ｎ＝ｐα（α≥１，ｐ为奇素数）且满足方程（１）时，易知３Ω（ｎ）＝３α，

∑
ｄ｜ｐα

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐ（ ）ｉ

＝１＋α

则要求１＋α＝３α，即α＝ １２
，矛盾．此时方程（１）无解．

② 当ｎ＝ｐαｑβ（α≥１，β≥１，ｐ，ｑ为奇素数）且满足方程（１）时，易求得３Ω（ｎ）＝３（α＋β），

∑
ｄ｜ｐαｑβ

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐ（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｑ（ ）ｉ

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉｑ（ ）ｊ

＝１＋α＋β＋αβ

可得１＋α＋β＋αβ＝３（α＋β），即１＋αβ＝２α＋２β．解这个不定方程可得α＝３，β∈５，即ｎ＝ｐ
３ｑ５（ｐ，

ｑ为奇素数），所以此时方程（１）有解当且仅当ｎ＝ｐ３ｑ５（ｐ，ｑ为奇素数）．

③ 当ｎ＝ｐαｑβｈγ（α≥１，β≥１，γ≥１，ｐ，ｑ，ｈ为奇素数）且满足方程（１）时，易知３Ω（ｎ）＝３（α＋β＋γ），

∑
ｄ｜ｐαｑβｈγ

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐ（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｑ（ ）ｉ

＋∑
γ

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｈ（ ）ｉ

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ·ｑ（ ）ｊ

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ·ｈ（ ）ｊ

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｑｉ·ｈ（ ）ｊ

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ·ｑｊｈ（ ）ｋ

＝

１＋α＋β＋γ＋αβ＋αγ＋βγ＋αβγ
故可得

１＋α＋β＋γ＋αβ＋αγ＋βγ＋αβγ＝３（α＋β＋γ）

解以上不定方程知，在α≥１，β≥１，γ≥１时方程（１）没有正整数解．所以此时方程（１）无解．
同理可以证得，当ｎ＝ｐα１１ｐα２２ …ｐαｋｋ ，α≥１（αｉ≥１，ｉ＝１，２，…，ｋ），ｋ≥４ｐｉ为奇素数时，方程（１）无解．

? 若ｎ为偶数，则可分以下情况：

④ 当ｎ＝２α（α≥１）且满足方程（１）时，易得３Ω（ｎ）＝３α，

∑
ｄ｜２α

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２（ ）ｉ

＝１＋α２

则有１＋α２ ＝３α
，即α＝ ２５

，矛盾．所以ｎ＝２α，α≥１时方程（１）无解．

⑤ 当ｎ＝２·３α（α≥１）且满足方程（１）时，易得３Ω（ｎ）＝３α＋（ ）１ ，

∑
ｄ｜２·３α

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋１２＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ３（ ）ｉ

＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２·３（ ）ｉ

＝ ３２＋α＋
α
３ ＝

３
２＋

４α
３

则３
２＋

４α
３ ＝３α＋（ ）１ ，即α＝－

９
１０
，矛盾．故ｎ＝２·３α，α≥１时方程（１）无解．

⑥ 当ｎ＝２α·３β（α≥２，β≥１）且满足方程（１）时，易知３Ω（ｎ）＝３（α＋β），

∑
ｄ｜２α·３β

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ３（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２·３（ ）ｉ

＋

∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２２·３（ ）ｉ

＋∑
α

ｉ＝３
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·３（ ）ｊ

＝

１＋α２＋β＋
２β
３＋

α－（ ）２β
４ ＝１＋α２＋

５β
３＋

α－（ ）２β
４

则有１＋α２＋
５β
３＋

α－（ ）２β
４ ＝３（α＋β），即 ３α－（ ）２２β＝３α－１２或β＝１０＋

２０８
３α－２２

，解之得３组解：α１

＝８，β１＝１１４；α２＝１０，β２＝３６和α３＝１６，β２＝１８．此时方程（１）有解当且仅当ｎ＝２
８·３１１４或ｎ＝２１０

·３３６ 或ｎ＝２１６·３１８．

⑦ 当ｎ＝２α３βｐγ（α≥１，β≥１，γ≥１，ｐ≥５为奇素数）且满足方程（１）时，易知３Ω（ｎ）＝３（α＋β＋γ），
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∑
ｄ｜２α３βｐγ

１
Ｓ＊（ｄ）

＝

１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ３（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐ（ ）ｉ

＋∑
２

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·３（ ）ｊ

＋∑
α

ｉ＝３
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·３（ ）ｊ

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐ（ ）ｊ

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ３ｉ·ｐ（ ）ｊ

＋∑
２

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·３ｊ·ｐ（ ）ｋ

＋

∑
β

ｊ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２３·３ｊ·ｐ（ ）ｋ

＋∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２４·３·ｐ（ ）ｋ

＋∑
α

ｉ＝４
∑
β

ｊ＝２
∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·３ｊ·ｐ（ ）ｋ

＝

１＋α２＋β＋γ＋
２β
３＋

α－（ ）２β
４ ＋αγ２＋βγ＋

２γ
３＋

２βγ
３ ＋βγ５＋

γ
５＋

α－（ ）３ β－（ ）１γ
６ 　ｐ＝５

１＋α２＋β＋γ＋
２β
３＋

α－（ ）２β
４ ＋αγ２＋βγ＋

２γ
３＋

２βγ
３ ＋βγ４＋

γ
４＋

α－（ ）３ β－（ ）１γ
４ 　ｐ＞

烅

烄

烆
５

则可得

１＋α２＋β＋γ＋
２β
３＋

α－（ ）２β
４ ＋αγ２＋βγ＋

２γ
３＋

２βγ
３ ＋βγ５＋

γ
５＋

α－（ ）３ β－（ ）１γ
６ ＝３（α＋β＋γ）

或

１＋α２＋β＋γ＋
２β
３＋

α－（ ）２β
４ ＋αγ２＋βγ＋

２γ
３＋

２βγ
３ ＋βγ４＋

γ
４＋

α－（ ）３ β－（ ）１γ
４ ＝３（α＋β＋γ）

化简得

６０＋１５αβ＋３０αγ＋７２βγ＋１０α－（ ）３ β－（ ）１γ＝１５０α＋１１０β＋６８γ
或

１２＋３αβ＋５αγ＋１５βγ＋３α－（ ）３ β－（ ）１γ＝３０α＋２２β＋１３γ
求解这两个不定方程，得其均在α≥１，β≥１，γ≥１时无正整数解．故此时不存在正整数ｎ＝２α３βｐγ（α≥１，

β≥１，γ≥１，ｐ≥５为奇素数）使得方程（１）有解．
同理可证得，当ｎ＝２α３βｐα３３ｐα４４ …ｐαｋｋ （α≥１，β≥１，αｉ≥１，ｉ＝４，５，…，ｋ，ｋ≥４，ｐｉ≥５为奇素数）时，

方程（１）无解．

⑧ 当ｎ＝２αｐβ（α≥１，β≥１，ｐ≥５为奇素数）且满足方程（１）时，易得３Ω（ｎ）＝３（α＋β），

∑
ｄ｜２α·ｐβ

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐ（ ）ｉ

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐ（ ）ｊ

＝１＋α２＋β＋
αβ
２

即可得１＋α２＋β＋
αβ
２ ＝３

（α＋β），化简得 α－（ ）１β＝２α－２，解之得α＞１，β＝２，故此时方程（１）有解

当且仅当ｎ＝２αｐ２（α＞１，ｐ≥５为奇素数）．

⑨ 当ｎ＝２αｐβ２ｐγ３（α≥１，β≥１，γ≥１，ｐｉ≥５为奇素数）且满足方程（１）时，易得３Ω（ｎ）＝３（α＋

β＋γ），

∑
ｄ｜２αｐβ２ｐ

γ
３

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ（ ）２

＋∑
γ

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ（ ）３

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ（ ）２

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ（ ）３

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ２·ｐｊ（ ）３

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ２ｐｋ（ ）３

＝

１＋α２＋β＋γ＋
αβ
２＋

αγ
２＋βγ＋

αβγ
２

所以可推出

１＋α２＋β＋γ＋
αβ
２＋

αγ
２＋βγ＋

αβγ
２ ＝３（α＋β＋γ）
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化简有

α＋β＋αβ－（ ）２γ＝２α＋２β－αβ－１
解这个不定方程，知其在α≥１，β≥１，γ≥１时无正整数解．故此时方程（１）无解．

⑩ 当ｎ＝２αｐβ２ｐγ３ｐμ４（α≥１，β≥１，γ≥１，μ≥１，ｐｉ≥５为奇素数）且满足方程（１）时，易得３Ω（ｎ）＝
３α＋β＋γ＋（ ）μ ，

∑
ｄ｜２αｐβ２ｐ

γ
３ｐ
μ
４

１
Ｓ＊（ｄ）

＝１＋∑
α

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ２（ ）ｉ

＋∑
β

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ（ ）２

＋∑
γ

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ（ ）３

＋∑
μ

ｉ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ（ ）４

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ（ ）２

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ（ ）３

＋∑
α

ｉ＝１
∑
μ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ（ ）４

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ２·ｐｊ（ ）３

＋∑
β

ｉ＝１
∑
μ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ２·ｐｊ（ ）４

＋

∑
γ

ｉ＝１
∑
μ

ｊ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ３·ｐｊ（ ）４

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１
∑
γ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ２ｐｋ（ ）３

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１
∑
μ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ２ｐｋ（ ）４

＋

∑
α

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１
∑
μ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ３ｐｋ（ ）４

＋∑
β

ｉ＝１
∑
γ

ｊ＝１
∑
μ

ｋ＝１

１
Ｓ＊ ｐｉ２ｐｉ３ｐｋ（ ）４

＋∑
α

ｉ＝１
∑
β

ｊ＝１
∑
γ

ｋ＝１
∑
μ

ｍ＝１

１
Ｓ＊ ２ｉ·ｐｊ２ｐｋ３ｐμ（ ）４

＝

１＋α２＋β＋γ＋μ＋
αβ
２＋

αγ
２＋

αμ
２＋βγ＋βμ＋γμ＋

αβγ
２ ＋

αβμ
２ ＋

αγμ
２ ＋βγμ＋

αβγμ
２

则可得

１＋α２＋β＋γ＋μ＋
αβ
２＋

αγ
２＋

αμ
２＋βγ＋βμ＋γμ＋

αβγ
２ ＋

αβμ
２ ＋

αγμ
２ ＋βγμ＋

αβγμ
２ ＝

３α＋β＋γ＋（ ）μ
化简有

α＋２β＋２γ＋αβ＋αγ＋２βγ＋αβγ－（ ）４μ＝５α＋４β＋４γ－αβ－αγ－２βγ－αβγ－２
解这个四元不定方程，得其唯一解α＝β＝γ＝μ＝１，故此时方程（１）有解当且仅当ｎ＝２ｐ２ｐ３ｐ４（ｐｉ≥５

为奇素数）．由计算可得，当ｎ＝２·５·７·１１·１３时， ∑
ｄ｜２·５·７·１１·１３

１
Ｓ＊（ｄ）

＝２４，而３Ω（ｎ）＝１５，所以此时方

程（１）无解．
同理可以证得当ｎ＝２αｐα２２ｐα３３ …ｐαｋｋ （α≥１，αｉ≥１，ｉ＝２，３，…，ｋ，ｋ≥５，ｐｉ≥５为奇素数）时方程（１）

无解．
综上所述，定理得证．
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