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摘　要：目的　 研究复合函数ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））的性质。方法　利用初等方法和解析方法。结果　得到了一

个新的数论函数的均值性质。结论　获得了关于这个数论函数的一些较精确的渐近公式
ｎ≤ｘ
ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））。
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１　引言及结论

对于任意给定的素数ｐ及正整数ｎ，Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ指数函数ｅｐ（ｎ）定义为最大的正整数α使得ｐα 整

除ｎ，即：ｅｐ（ｎ）＝ｍａｘ｛α：ｐα｜ｎ｝。
设ｋ≥２为正整数，对于任意正整数ｎ，若Ａｋ（ｎ）满足Ａｋ（ｎ）×ｎ为完全ｋ次方的最小正整数，我们

称Ａｋ（ｎ）为ｎ的ｋ次补数函数，也称Ａｋ（ｎ）为ｎ的ｋ次补数，当ｋ＝２或３时称Ａｋ（ｎ）为ｎ的平方幂或者

立方幂补数，记作Ａ２（ｎ）或Ａ３（ｎ）。著名数论学家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教授在文献［１］的第６８个问题及第

２９个问题中要求我们研究数列｛ｅｐ（ｎ）｝及｛Ａｋ（ｎ）｝的性质，关于这个问题文献［２－５］已作了初步的研究，
得到了如下的渐近公式

∑
ｎ≤ｘ
ｅ　ｍｐ（ｎ）＝ｐ－１ｐ

ａｐ（ｍ）ｘ＋Ｏ（ｌｏｇｍ＋１　ｘ），∑
ｎ≤ｘ
ｐｅｑ（Ａ３（ｎ））＝ｑ

２＋ｐ２ｑ＋ｐ
ｑ２＋ｑ＋１

ｘ＋Ｏ　ｘ
１
２＋（ ）ε 。

本文用初等及解析方法研究了复合函数ｅｐ（Ａｋ（ｎ））的混合均值，推广了文［２］结论，即证明了下面

的定理：
定理　设ｐ，ｑ是２个素数，ｋ≥２是一个给定的正整数，ｎ为任意正整数，Ａｋ（ｎ）为ｎ的ｋ次补数，

ζ（ｓ）是Ｒｉｅｍａｎｎ－ｚｅｔａ－函数，对任意的实数ｘ≥１，有渐进公式

∑
ｎ≤ｘ
ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））＝ｑ

ｋ－１＋ｐｋ－１ｑｋ－２＋ｐｋ－２ｑｋ－３＋…＋ｐ
ｑｋ－１＋ｑｋ－２＋ｑｋ－３＋…＋１

ｘ＋Ｏ　ｘ
１
２＋（ ）ε ，
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其中ε是任意给定的正整数。
特别地，当ｋ＝２或ｋ＝３时有如下的推论：
推论 　 设ｐ，ｑ是２个素数，对任意的实数ｘ≥１，有渐进公式

∑
ｎ≤ｘ
ｐｅｐ（Ａ２（ｎ））＝ｐ＋ｑｑ＋１

ｘ＋Ｏ　ｘ
１
２＋（ ）ε ，∑

ｎ≤ｘ
ｐｅｑ（Ａ３（ｎ））＝ｑ

２＋ｐ２ｑ＋ｐ
ｑ２＋ｑ＋＋１

ｘ＋Ｏ　ｘ
１
２＋（ ）ε 。

２　 引理及证明

为了完成定理的证明，我们需要下面的引理：
设ｓ＝σ＋ｉｔ为复常数，ζ（ｓ）为Ｒｉｅｍａｎｎ－ｚｅｔａ－函数，实数ｋ≥１，ｐ为素数，若ε是任意正整数，当σ

＞ｋ（ｍ－１）＋１时，定义Ｂ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１

ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））

ｎｓ
，则有以下引理：

引理１　 设ε是任意正常数，当σ≥ｋ－１时，则
（１）Ｂ（ｓ＋１）在半平面Ｒｅｓ≥ｋ－１＋ε上有界且解析；
（２）Ｂ（ｓ）有表达式 Ｂ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）ζ（ｓ）， （１）

其中 Ｒ（ｓ）＝ｑ
（ｋ－１）ｓ＋ｐｋ－１ｑ（ｋ－２）ｓ＋ｐｋ－２ｑ（ｋ－３）ｓ＋…＋ｐ
ｑ（ｋ－１）ｓ＋ｑ（ｋ－２）ｓ＋ｑ（ｋ－３）ｓ＋…＋１

。

证明 　（１）设ｐ是一个素数，对于ｋ次补数Ａｋ（ｐｎ）有

Ａｋ（ｐｎ）＝
１，　　ｎ＝ｋｍ

ｐｋ－ｉ，　　ｎ＝ｍｋ＋｛ ｉ
（１≤ｉ≤ｍ－１）

显 然Ａｋ（ｎ）ｎｋ－ｉ，又由级数Ｂ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１

ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））

ｎｓ
在半平面Ｒｅｓ≥ｋ－１＋ε上绝对一致收敛，故Ｂ（ｓ＋

１）在半平面Ｒｅｓ≥ｋ－１＋ε上有界且解析。
（２）由ｅｐ（ｎ）及Ａｋ（ｎ）的定义知ｅｐ（Ａｋ（ｎ））是积性函数，当σ≥ｋ时有

Ｂ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１

ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））

ｎｓ ＝∏
ｐ
∑
∞

ｋ＝０

ｐｅｑ（Ａｋ（ｐ
ｋ））

ｐ（ ）ｋｓ ＝∏
ｐ

１＋ｐ
ｅｑ（Ａｋ（ｐ））

ｐｓ
＋ｐ

ｅｑ（Ａｋ（ｐ
２））

ｐ２ｓ
＋ｐ

ｅｑ（Ａｋ（ｐ
３））

ｐ３ｓ
＋（ ）… ＝

∏
ｐ
∑
∞

ｔ＝０

ｐｅｑ（Ａｋ（ｐ
ｋｔ））

ｐｋｔｓ
＋∑

∞

ｔ＝ｏ

ｐｅｑ（Ａｋ（ｐ
ｋｔ＋１））

ｐ（ｋｔ＋１）ｓ
＋∑

∞

ｔ＝０

ｐｅｑ（Ａｋ（ｐ
ｋｔ＋２））

ｐ（ｋｔ＋２）ｓ
＋…＋∑

∞

ｔ＝０

ｐｅｑ（Ａｋ（ｐ
ｋｔ＋ｋ－１））

ｐ（ｋｔ＋ｋ－１）（ ）ｓ ＝

∑
∞

ｔ＝０

１
ｑｋｔｓ
＋∑

∞

ｔ＝ｏ

ｐｋ－１

ｑ（ｋｔ＋１）ｓ
＋∑

∞

ｔ＝０

ｐｋ－２

ｑ（ｋｔ＋２）ｓ
＋…＋∑

∞

ｔ＝０

ｐ
ｑ（ｋｔ＋ｋ－１）（ ）（ ）ｓ ∏

ｐ≠ｑ

１＋１
ｐｓ
＋ １
ｐ２ｓ
＋（ ）… ＝

ｑｋｓ

ｑｋｓ－１
＋ｐ

ｋ－１ｑ（ｋ－１）ｓ

ｑｋｓ－１
＋ｐ

ｋ－２ｑ（ｋ－２）ｓ

ｑｋｓ－１
＋…＋ ｐｑｓ

ｑｋｓ　－（ ）１ １－１
ｑ（ ）ｓ ζ（ｓ）＝

（ｑｋｓ＋ｐｋ－１ｑ（ｋ－１）ｓ＋ｐｋ－２ｑ（ｋ－２）ｓ＋…＋ｐｑｓ）（ｑｓ－１）
（ｑｋｓ－１）ｑｓ ζ（ｓ）＝

ｑ（ｋ－１）ｓ＋ｐｋ－１ｑ（ｋ－２）ｓ＋ｐｋ－２ｑ（ｋ－３）ｓ＋…＋ｐ
ｑ（ｋ－１）ｓ＋ｑ（ｋ－２）ｓ＋ｑ（ｋ－３）ｓ＋…＋１ ζ（ｓ），

取Ｒ（ｓ）＝ｑ
（ｋ－１）ｓ＋ｐｋ－１ｑ（ｋ－２）ｓ＋ｐｋ－２ｑ（ｋ－３）ｓ＋…＋ｐ
ｑ（ｋ－１）ｓ＋ｑ（ｋ－２）ｓ＋ｑ（ｋ－３）ｓ＋…＋１

，于是有Ｂ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）ζ（ｓ）．

３　 定理的证明

现在我们来完成定理的证明。

证明 　 在著名的Ｐｅｒｒｏｎ’ｓ公式［１０］中，取ｓ０ ＝０，ｂ＝２，Ｔ＝ｘ
３
２，根据（１）我们有

∑
ｎ≤ｘ
ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））＝ １

２πｉ∫
２＋ｉＴ

２－ｉＴ
ζ（Ｓ）Ｒ（ｓ）

ｘｓ
ｓｄｓ＋Ｏ　ｘ

１
２＋（ ）ε ，

其中ε表示任意给定的正数。我们估计主项，将积分限积分，从ｓ＝２±ｉＴ 到ｓ＝ １２±ｉＴ
，被积函数为

ζ（Ｓ）Ｒ（ｓ）
ｘｓ
ｓ

有在一阶极点ｓ＝１处的留数为

ｌｉｍ
ｓ→１

１
０！

（ｓ－１）ζ（ｓ）Ｒ（ｓ）
ｘｓ（ ）ｓ

（０）

＝Ｒ（１）ｘ＝ｑ
（ｋ－１）＋ｐｋ－１ｑ（ｋ－２）＋ｐｋ－２ｑ（ｋ－３）＋…＋ｐ
ｑ（ｋ－１）＋ｑ（ｋ－２）＋ｑ（ｋ－３）＋…＋１

ｘ，

即 （下转第２７页）
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２πｉ∫

２－ｉＴ

１
２－ｉＴ
＋∫

２＋ｉＴ

２－ｉＴ
＋∫

１
２＋ｉＴ

２＋ｉＴ
＋∫

１
２－ｉＴ

１
２＋

（ ）ｉＴ
ζ（ｓ）Ｒ（ｓ）

ｘｓ
ｓｄｓ＝

ｑ（ｋ－１）＋ｐｋ－１ｑ（ｋ－２）＋ｐｋ－２ｑ（ｋ－３）＋…＋ｐ
ｑ（ｋ－１）＋ｑ（ｋ－２）＋ｑ（ｋ－３）＋…＋１

ｘ。（２）

我们可以容易地得到估计：

１
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１
２＋ｉＴ

２＋ｉＴ
＋∫

２－ｉＴ

１
２－

（ ）ｉＴ
ζ（ｓ）Ｒ（ｓ）

ｘｓ
ｓｄｓ ∫

２

１
２
ζ（σ＋ｉＴ）Ｒ（ｓ）

ｘ２
Ｔ ｄσｘ

２＋ε

Ｔ ＝ｘ
１
２＋ε， （３）

１
２πｉ∫

１
２－ｉＴ

１
２＋

（ ）ｉＴ
ζ（ｓ）Ｒ（ｓ）

ｘｓ
ｓｄ）ｓ ∫

Ｔ

０
ζ
１
２＋（ ）ｉＴ　Ｒ（ｓ）ｘ

１
２

Ｔ ｄｔｘ
１
２＋ε， （４）

因此有 ∑
ｎ≤ｘ
ｐｅｑ（Ａｋ（ｎ））＝ｑ

ｋ－１＋ｐｋ－１ｑｋ－２＋ｐｋ－２ｑｋ－３＋…＋ｐ
ｑｋ－１＋ｑｋ－２＋ｑｋ－３＋…＋１

ｘ＋Ｏ　ｘ
１
２＋（ ）ε 。

这就完成了定理的证明。
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