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一个包含伪Smarandache函数及其

对偶函数的方程

张瑾

(西安文理学院初等教育学院, 陕西 西安 710001)

摘要：研究一个包含伪Smarandache函数及其对偶函数方程的可解性, 利用初等及
组合方法给出了该方程的一系列正整数解, 并证明了该方程的所有奇数解必为奇素
数p (≥ 5)的方幂.
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1 引引引言言言及及及结结结论论论

对于任意正整数n, 著名的伪Smarandache 函数Z(n)定义为最小的正整数m使得n整

除m(m+1)
2 . 即就是Z(n) = min{m : m ∈ N, n | m(m+1)

2 }. 从Z(n)的定义容易推出Z(n)的
前几个值为: Z(1) = 1, Z(2) = 3, Z(3) = 2, Z(4) = 7, Z(5) = 4, Z(6) = 3, Z(7) = 6,
Z(8) = 15, Z(9) = 8, Z(10) = 4, Z(11) = 10, Z(12) = 8, Z(13) = 12, Z(14) = 7, Z(15) = 5,
Z(16) = 31, · · · · · · . 关于Z(n)的算术性质, 许多学者也进行了研究,获得了不少有趣的结果[1-5].
此外, 文[6]中引入了函数Z(n)的对偶函数Z∗(n)如下: Z∗(n)表示最大的正整数m使得m(m+1)

2 整

除n. 即就是Z∗(n) = max{m : m ∈ N, m(m+1)
2 | n}, 其中N表示所有正整数之集合. 显然由函

数Z(n)及Z∗(n)的定义不难推出

Z∗(n) ≤
√

8n + 1− 1
2

≤ Z(n) (1)

同时文[6]中, Sandor 还证明了对任意素数p ≥ 5及正整数n有

Z∗ (pn) = 1, Z∗ (3n) = 2

在第四届国际数论与Smarandache问题研讨会期间, 我与张文鹏教授进行了交流, 他建议我
研究方程

Z(n) + Z∗(n) = n (2)

的可解性, 同时他提出了下面的:
猜猜猜测测测 (A) 方程(2)只有有限个偶数解, 也许只有一个偶数解n = 6;
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(B) 方程(2)的所有奇数解必为奇素数p (≥ 5)的方幂.

本文利用初等及组合方法研究了这一问题, 并部分的解决了张文鹏教授的猜测. 具体地说
也就是证明了下面的:

定定定理理理 设n为任意正奇数, 则n满足方程(2)当且仅当n为素数p (≥ 5)的方幂. 即就是 n = pk,
其中p ≥ 5为素数, k为任意正整数.

显然我们的定理彻底解决了上面的猜测(B). 猜测(A)是否成立仍然是一个公开的问题, 有
待于我们进一步研究!

2 定定定理理理的的的证证证明明明

这节利用初等及组合方法直接给出定理的证明. 事实上由伪Smarandache函数Z(n)的性
质知对于任意奇素数p及正整数k, 我们有Z(pk) = pk − 1. 而当素数p ≥ 5时, Z∗(pk) = 1, 所
以Z(pk) + Z∗(pk) = pk. 从而n = pk是方程(2)的正整数解, 其中p ≥ 5为素数, k为任意正整数.
但是Z(3k) = 3k − 1, Z∗(3k) = 2, 所以Z(3k) + Z∗(3k) = 3k + 1 6= 3k. 所以n = 3k不是方程(2)的
解. 现在我们证明方程(2)除了以上正整数解之外, 再没有其它正奇数解. 显然n = 1不满足方
程(2). 于是如果方程(2)有其它大于1的奇数解n, 则n至少含有两个不同的奇素因子.

不妨设Z(n) = m, 于是由Z(n)的定义知 n |m(m+1)
2 . 设

(n, m) = u, n = u · v, m = u ·m1

则 (u, v) = 1 且v | (m + 1). 不失一般性我们假定u > v. 于是由v | (m + 1) 可得

u ·m1 + 1 ≡ 0(mod v)

由此推出m1 ≡ −u(mod v) 或者恒等式m1 = v − u, 其中1 ≤ u ≤ v − 1且u · u ≡ 1(mod v). 所
以m = u · (v − u). 当2 ≤ u ≤ v − 1时, 显然有

m = u · (v − u) ≤ u · (v − 2) (3)

而由(1)式并注意到u > v可得

Z∗(n) = Z∗(u · v) ≤
√

8uv + 1− 1
2

≤
√

2 · u (4)

于是结合(3)及(4)式可得

Z(n) + Z∗(n) ≤ u · (v − 2) +
√

2 · u < u · v = n

当u = 1时, 此时u ≡ 1(mod v), 所以 u = kv + 1. 若k = 1, 则

m = (v + 1)(v1) = v2 − 1, n = u · v = (v + 1) · v, Z∗(n) = v

所以

Z(n) + Z∗(n) = v2 − 1 + v < v2 + v = (v + 1) · v = u · v = n



788 纯粹数学与应用数学 第25卷

若k ≥ 2, 则此时
n = (kv + 1) · v, m = (kv + 1) · (v − 1)

显然有

Z∗(n) ≤
√

8n + 1− 1
2

≤
√

2 · √n <
√

kv + 1

于是有不等式

Z(n) + Z∗(n) = m + Z∗(n) ≤ (kv + 1) · (v − 1) +
√

kv + 1

= (kv + 1) · v − (kv + 1) +
√

kv + 1

< (kv + 1) · v = n

结合以上几种情况我们立刻推出奇数n为方程(2)的解当且仅当n = pk, 其中p ≥ 5为素数, k为

任意正整数. 于是完成了定理的证明.
显然n = 6是方程(2)的一个偶数解, 但是要彻底解决猜测(A)我们目前还没有想到有效的办

法,建议有兴趣的读者与我们一起研究.
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An equation involving the pseudo Smarandache

function and its dual function

ZHANG Jin
(Department of Elemengtary Education Xi’an University of Arts and Science, Xi’an 710001, China)

Abstract: To study the positive integer solutions of an equation involving the pseudo Smarandache function

and its dual function by using the elementary and combinational method. A series positive integer solutions are

given for the equation. Finally, we proved that the odd number n satisfying the equation if and only if n = pk,

where p ≥ 5 be a prime, and k be any positive integer.

Keywords: the pseudo Smarandache function, dual function, equation, positive integer solution, elementary

method
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