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一个新 Smarandache可乘函数均值
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摘　要　对任意正整数 n, 可乘函数 F(n)定义为 F(1)=1, 当 n>1且 n的标准分解式为 n=pα11 p
α2
2 …p

αr
r 时 , F(n)=min

1≤i≤k

1
α
i
+1
。用解析方法研究了这个 Smarandache可乘函数的均值性质 , 并用解析方法得到了其均值的一个渐近公式。
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1　引言与结论

1.1　Smarandache可乘函数

对任意的正整数 n, Smarandache可乘函数 f(n)

定义如下:

m, n=1 f(mn)=maxf(m), f(n),

如果 n的标准分解式为 n=p
α
1

1 p
α
2

2 … p
α
k
k , 则有:

f(n)=maxf(p
α
1

1 ), …f(p
α
r
r) 特 别 的 f(p

α
) =

maxp, α。

1.2　新 Smarandache可乘函数

定义　对于任意正整数 n,若它的标准分解式

是 n=p
α1
1 p
α2
2 …p

αk
k ,令 λ=max

1≤i≤k
αi , i=1, 2, …, k。

F(n)=min
1≤i≤k

1
αi+1

=
1
λ+1

,特别的 F(p
αi
i)=

1
αi+1

, (i=1, 2, …, k),其中 F(1)=1,把 F(n)称为

n的 Smarandache可乘函数 ,例如:

F(1)=1, F(2)=
1
2
, F(3)=

1
2
, F(4)=

1
3
,

F(5)=
1
2
, F(6)=

1
2
, F(7)=

1
2
, F(8)=

1
4
,

F(9)=
1

3
, F(10)=

1

2
, F(11)=

1

2
, F(12)=

1

3
,

F(13)=1
2
, F(14)=1

2
, F(15)=1

2
, F(16)=1

5
,

F(17)=
1
2
, F(18)=

1
3
, …由 F(n)的定义知 F(n)

是可乘函数。

有关 Smarandache可乘函数 ,文献 [ 1— 5]进行

了研究 ,关于函数 F n的均值 ,至今似乎没有人进

行过研究 , 至少我们还没有看到任何有关它的论

文。现利用解析的方法研究了函数 Fn均值的性

质 ,并得到一个有趣的渐近公式 ,即以下结论 。

定理 1　对于任意 x>1,有渐进公式

∑
n≤x
Fn =

1
λ+1

x+Ox
1
2 。

其中 λ是 n的分解式中最大指数 。

定理 2　对于任意 x>1,有渐进公式

∑
n≤x

Fn-
1
2

2

=
12

π
2 x+Ox

1
3 。

2　引理

为了完成定理的证明 ,首先有下面几个引理 。

引理 1　设 Jk表示所有素数完全 k次因子数

k≥ 2 ,有渐近公式

∑
n≤x
n∈ Ak

1 =6kx
1
k

π
2 ∏

p

1 + 1

p+1 p
1
k -1

+Ox
1
2k
+ε 。



其中 k=2 ,或 k=3。

证明 　为了方便起见 ,定义如下特征函数

a(n)=
1, 若 n=1或 n∈ Jk

0, 其他 。

不难有

∑
n≤x

n∈ Jk

1 =∑
n≤x
a(n)。

令 f(x)=∑
∞

n=1

a(n)
n
s 。

知当 s的实部较大时 ,级数 f(s)绝对收敛 。从而

由 Euler乘积公式
[ 5]
及 a(n)的定义有

f(s)=∏
p

1 +
ap

k

p
ks
ap

k+1

pk+1
s +… =

∏
p

1 +
1

p
ks

1

1 -
1

p
s
=

∏
p

1 +1

p
ks ∏

p
1 + 1

p
ks
+1 p

s
-1

=

ζ(ks)
ζ(2ks)∏p 1 +

1

p
ks
+1 p

s
-1

=

ζ(ks)
ζ(2ks)

R(s)。 (1)

这里 ζ(s)是黎曼的 Zeta函数 。并用∏
p
表示对

所有素数 p求积 ,很明显的 ,有不等式 a(n)≤n,

∑
∞

n=1

a(n)
n
s < 1

s-
1

k

。

根据式(1)及著名的 Perron公式
[ 6]
, x=正整

数 N时

∑
n≤x
a(n)n

-s0 =
1

2πi∫
b+iT

b-iT
f(s0 +s)

x
s

s
ds+o

x
b
B(b+σ0)
T

+

Ox
1-σ0H(2x)min1,

lgx
T
+Ox

-σ0H(N)min1,
x

T  x  
。

这里 , N是离 x最近的整数 x为半奇数时 ,取 N=

x-
1
2
, ‖ x‖ = N-x ;在上式中取 s0 =0, b=

1 +
1

k
, T=1+x

1
2k, H(x)=x, B(σ)=

1

σ-1
k

,则有

∑
n≤x
a(n)=

1
2πi∫

1+1
k
+iT

1+1
k
-iT

ζ(ks)
ζ(2ks)

R(s)
x
s

s
ds+Ox

1
2k
+ε 。

为了估计其主项
1

2πi∫
1+1
k
+iT

1+1
k
-iT

ζ(ks)
ζ(2ks)

R(s)
x
s

s
ds,将

积分限从 s=1+
1

k
±iT移到 s=

1

2k
±iT。这时 ,函

数 f(s)=
ζ(ks)
ζ(2ks)

x
s

s
R(s)有一个简单极点 s=

1
k
,其

留数为
kx
k

ζ(2)
R 1
k
。

即
1
2πi
(∫

1+1
k
+iT

1+1
k
-iT
+∫

1
2k
+iT

1+1
k
+iT
+∫

1
2k
-iT

1
2k
+iT
+∫

1+1
k
-iT

1
2k
-iT
)
ζ(ks)
ζ(2ks)

R(s)×

x
s

s
ds=

kx
k

ζ(2)
R 1

k
。

可以容易地得到估计

1
2πi
(∫

1
2k
+iT

1+1
k
+iT
+∫

1+1
k
-iT

1
2k
-iT
)
ζ(ks)
ζ(2ks)

R(s)
x
s

s
ds<<

　∫
1+1
k

1
2k

ζkσ-1-iT
ζ2kσ-1 -iT

R(s)
x
1+1
k

T
<<
x
1+1
k

T
=x

1
2k,

再利用分部积分法便可得到如下估计

1

2πi
(∫

1
2k
-iT

1
2k
+iT
)
ζ(ks)
ζ(2ks)

R(s)
x
s

s
ds) <<

　∫
T

0

ζ(
1

2
+it)

ζ((1 +2it))
x
1
2k

t
dt x

1
2k
+ε
。

注意到 ζ(2)=
π

2

6
,由上述估计可得

∑
n≤x
n∈ Jk

1 =
6kx

1
k

π
2 ∏

p

1 +
1

p+1 p
1
k -1

+O(x
1
2k
+ε
)

这样就完成了引理的证明 。

3　定理的证明

对于任意的 n≥ 1, n=p
α1
1 p

α2
2 …p

αr
r为 n的标准

素因子分解式 ,把区间(1, x] 的所所有正整数 n分

成如下两个部分:

A是 [ 1, x] 中所有平方数的整数 n的集合;B是

[ 1, x] 中 n A所有整数 n组成的集合 。

注意到 Fn 1,由引理我们有

∑
n≤x
n∈ A

F(n)=Ox
1
2 (2)
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∑
n≤x
n∈ B

F(n)=∑
n≤x
n∈ B

1
k
=∑
n≤x

1
k
-∑
n≤x
n∈ A

1
k
=

1
k
x+O(x

1
2)

(3)

结合式(2)和式(3)立即有

∑
n≤x
Fn=∑

n≤x
n∈ A

Fn+∑
n≤x
n∈ B

Fn =
1

λ+1
x+Ox

1
2 。

这就证明了定理 1。

由 Fn的定义及完全平方数的整数 n的集合 ,

设 C表示所有完全立方数的整数 n的集合 ,有

∑
n≤x
x∈ A

F(n)-
1

2

2

=

　 ∑
n≤x

x∈ A, F n=
1
3

1

3
-

1

2

2

+∑
n≤x
x∈ C

F(n)-
1

2

2

=

　　∑
n≤x
x∈A

1
3
-

1
2

2

+∑
n≤x
x∈C

1
4
-

1
2

2

+O∑
n≤x
x∈C

1 =

　　
12

π
2 x+Ox

1
3 。

　　这就完成了定理 2的证明。
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AMeanValueFormulaofNewSmarandacheMultiplicativeFunction

LILu-jun
(XianAeronoticalPolytechniqueInstitute, Xian710089, P.R.China)

[ Abstract] 　ThemeanvalueofnewSmarandachemultiplicativefunctionwasstudiedbyusinganalysis

methodandanasymptoticformulaofthisfunctionwasgivenbyusingtheanalyticmethods.
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