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摘要: 　目的:定义一个新的 F. Smarandach e函数 S
-

(n ) ,并研究其值分布问题 .方法:利用初等方法及解析

方法 .结果:给出了函数 S
-

(n )与 n的最小素因子函数 p (n )的均方差定理 .结论:获得了一个较强的渐近公

式 .
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　　对任意正整数 n ,著名的 F. Smarandache LCM函数 SL (n)定义为最小的正整数 k使

得 n|[1, 2,… ,k ] ,其中 [1, 2,… ,k ]表示 1, 2,… ,k的最小公倍数 .例如 SL (n)的前几个值

是 SL ( 1) = 1, SL ( 2) = 2, SL ( 3) = 3, SL ( 4) = 4, SL ( 5) = 5, SL ( 6) = 3, SL ( 7) = 7,

SL ( 8) = 8, SL ( 9) = 9, SL ( 10) = 5, SL ( 11) = 11, SL ( 12) = 4, SL ( 13) = 13, SL ( 14) =

7, SL ( 15) = 5,… .关于 SL (n )的初等性质 ,不少学者进行过研究 ,获得了一系列结果 ,参阅

文献 [3 ]、 [4 ]及 [6].事实上当 n = p
T
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为 n的标准分解式时 ,容易推出
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我们把满足 f (n) = max { f ( p
T
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s ) }的算术函数 f (n )称为 Sma randache可

乘函数 .因此 SL (n )是一个 Sma randache可乘函数 .

受到 Sm arandache可乘函数定义的启发 ,本文定义了一个新的 Sma randache型函数

S
-(n )如下: S

-( 1) = 1, 当 n > 1且 n = p
T
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通过研究 ,我们发现函数 S
-(n )与著名的 F. Smarandache LCM函数 SL (n )有许多相似的性

质 ,例如当 n为素数的方幂时 , S-(n ) = SL (n) . 更有意义的是我们可以给出 S
-(n )的一个较

强的均方差定理 .具体地说也就是证明下面的:

定理 1　对任意实数 x > 1及给定的正整数 k ,我们有渐近公式

∑
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其中 a1 =
1
2

,ai ( i = 2, 3,… ,k )为可计算的常数 .

定理 2　对任意实数 x > 1及给定的正整数 k ,我们有渐近公式
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其中 p (n)表示 n的最小素因子 , b1 =
2
5 ,bi ( i = 2, 3,… ,k )为可计算的常数 .

2　定理的证明
这节我们直接给出定理的证明 .首先证明定理 1.对任意实数 x > 1, 设c(x )表示不超

过 x的素数个数 ,即就是c(x ) = ∑
p≤ x

1. 则由文献 [7 ]知对任意给定的正整数 k ,我们有
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其中 c1 = 1,ci ( i = 2, 3,… ,k )为可计算的常数 .

现在我们将区间 [1, x ]中的所有正整数 n分为三类: n = 1; 所有素数集合 A; 所有合

数集合 B. 当 n为合数时 ,显然要么 n = p
T
,T≥ 2; 要么 S

-(n)≤ n .事实上因为当合数 n

不是素数的方幂时 , n至少含有两个不同的素因子 ,由 S
-(n )的定义立刻得到 S

-
S (n) =

min{pT11 , pT22 ,… , pTss }≤ n . 由此并注意到 ( 1)式 ,分部积分法及 Abel恒等式 (参阅文献 [5]

定理 4. 2)我们有
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其中 a1 =
1
2

,ai ( i = 2, 3,… ,k )为可计算的常数 .于是证明了定理 1.

现在证明定理 2.此时我们将区间 [1, x ]中的所有正整数 n分为四类: n = 1; 所有满足

k(n) = 1的正整数集合 C; 所有满足k(n) = 2的正整数集合 D;所有满足k(n )≥ 3的正整

数集合 E ,其中k(n)表示 n的所有不同素因数的个数 ,不包括重数 .即就是当 n = p
T
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s 为 n的标准分解式时 ,k(n) = s. 令 p (n )表示 n的最小素因子 .于是注意到 p ( 1) =

0及 S
-( 1) = 1,我们有

∑
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显然当 n∈ C时有 n = p
T

,此时由 S
-(n )的定义知 S
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T
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,p (n ) = p , S-( p ) - p (p ) =

0. 于是应用 ( 1)式及 Abel恒等式我们可得

∑
n≤ x
n∈ C

( S-(n ) - p (n ) )
2

=∑
p
T≤ x

( p
T

- p )
2

= ∑
p
T≤ x
T≥ 2

( p
T

- p )
2

1555期 赵红星 ,等:一个新的 F. Smarandach e函数的值分布



= ∑
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其中 b1 = 2
5

,bi ( i = 2, 3,… ,k )为可计算的常数 .

当 n∈ E时 , n = p
T
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s 至少有三个不同的素因子 ,所以
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利用估计式 ( 4)我们立刻得到平凡估计

∑
n≤ x
n∈ E

( S-(n ) - p (n ) ) 2 ∑
n≤ x

n
2
3 x

5
3 . ( 5)

　　当 n∈ D时 , n恰好有两个不同的素因子 ,可设 n = p
T
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2 且 p1 < p2 .此时容易推出估

计式 S
-(n)≤ n .进一步若T1 = 1,则 S
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　　结合 ( 2) , ( 3) , ( 5)及 ( 6)式我们立刻得到渐近公式

∑
n≤ x

( S-(n ) - p (n ) ) 2 = x
5
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,

其中 p (n)表示 n的最小素因子 , b1 =
2
5 ,bi ( i = 2, 3,… ,k )为可计算的常数 .

于是完成了定理 2的证明 .
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Abstract: 　 Aim: To define a new F. Smarandache function S-( n) , and study its v alue

distribution problem. M ethods: U sing the elementar y and ana ly tic methods. Results: A mean

squar e er ro r theo rem is giv en fo r S-( n) and th e smallest prime facto r p (n) o f n. Conclusion: A

sha rper a symptotic formula is established.

Keywords: 　 a new F. Sma randache func tion; v alue dist ribution; mean squar e err or theo rem
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