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一个新的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的均值

李毅君
（西安石油大学 理学院，陕西 西安 ７１００６５）

摘　要：对任意正整数ｎ，定义一个新的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｄ（ｎ）＝ｍａｘ｛ａｂ：ａ，ｂ∈Ｎ，ｎ＝
ａ（ａ＋１）
２ ＋ｂ｝，

其中Ｎ 为所有正整数集合．利用初等方法和Ｄ（ｎ）的性质，研究了函数Ｄ（ｎ）的均值性质，并给出该函数各种均

值的一个较强的渐近公式．
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１　引言及结论

对任意正整数ｎ，著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｓ（ｎ）及伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｚ（ｎ）分别定义为最小的正整

数ｈ及最小的正整数ｋ使得ｎ｜ｈ！ 及ｎ整除１＋２＋３＋…＋ｋ，或者Ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｈ：ｈ∈Ｎ，ｎ｜ｈ！｝

及Ｚ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｋ：ｋ∈Ｎ，ｎ｜
ｋ（ｋ＋１）
２

｝，其中Ｎ 表示所有正整数之集合．从Ｓ（ｎ）及Ｚ（ｎ）的定义容易推

出它们的前几项值分别为Ｓ（１）＝１，Ｓ（２）＝２，Ｓ（３）＝３，Ｓ（４）＝４，Ｓ（５）＝５，Ｓ（６）＝３，Ｓ（７）＝７，Ｓ（８）＝４，
…；Ｚ（１）＝１，Ｚ（２）＝３，Ｚ（３）＝２，Ｚ（４）＝７，Ｚ（５）＝４，Ｚ（６）＝３，Ｚ（７）＝６，Ｚ（８）＝１５，…．这两个函数是美

籍罗马尼亚数论专家Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ教 授 在 他 所 著 的Ｏｎｌｙ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｎｏｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ一 书 中 提 出 的．关 于

Ｓ（ｎ）及Ｚ（ｎ）的初等性质，许多学者进行了研究，获得了不少有意义的结果［１－５］．例如，Ｋ．Ｋａｓｈｉｈａｒａ［２］ 建议

研究方程Ｚ（ｎ）＋１＝Ｓ（ｎ）及Ｚ（ｎ）＝Ｓ（ｎ）的可解性，文献［３］解决了该问题，给出了这两个方程的所有正

整数解．
陆亚明［４］研究了方程

　　　　　　Ｓ（ｍ１＋ｍ２＋…＋ｍｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｓ（ｍｉ）

的可解性，利 用 解 析 数 论 中 著 名 的 三 素 数 定 理 证 明 了 对 任 意 正 整 数ｋ ≥３，该 方 程 有 无 穷 多 组 正 整 数

解（ｍ１＋ｍ２＋，…，＋ｍｋ），其中Ｓ（ｎ）为Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数．
徐哲峰［５］研究了Ｓ（ｎ）的值分布问题，证明了渐进公式

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ

（Ｓ（ｎ）－Ｐ（ｎ））２＝
２ζ（３２）ｘ

３
２

３ｌｎ　ｘ ＋Ｏ（ｘ
３
２

ｌｎ２ｘ），
其中Ｐ（ｎ）表示ｎ的最大素因子，ζ（ｓ）表示Ｒｉｅｍａｎｎ　ｚｅｔａ－ 函数．

李粉菊等［６］证明了对任意素数ｐ≥１７和任意不同的正整数ａ及ｂ，有估计式Ｓ（ａｐ＋ｂｐ）≥８ｐ＋１．王
锦瑞［７］讨论了Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数对费尔马数的下界估计问题，证明了对任意正整数ｎ≥３有估计式

　　　　　　Ｓ　Ｆｎ（ ）＝Ｓ　２２ｎ ＋１（ ）≥８·２ｎ ＋１，
其中Ｆｎ＝２２ｎ ＋１为著名的费尔马数．

此外，Ａ．Ｗ．Ｖｙａｗａｈａｒｅ等［８］还引入一个几乎伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数，并讨论了它的各种性质．李喜罕［９］

研究了一个新的伪Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｃ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ａ＋ｂ：ａ，ｂ∈Ｎ，ｎ｜
ａ（ａ＋１）
２ ＋ｂ｝的均值性质，并证明
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了当实数ｘ＞１时有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｃ（ｎ）＝槡２·ｘ

３
２ ＋Ｏ（ｘ），　∑

ｎ≤ｘ

１
Ｃ（ｎ）＝ ２槡ｘ·ｌｎ　２＋Ｏ（ｌｎ　ｘ）．

受文献［９］的启发，本文引入一个新的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数Ｄ（ｎ）＝ｍａｘ｛ａ　ｂ：ａ，ｂ∈Ｎ，ｎ＝
ａ（ａ＋１）
２ ＋

ｂ｝，利用初等方法研究它的算术性质，给出该函数各种均值的一个较强的渐近公式．
定理１　 对任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ
Ｄ（ｎ）＝ 槡４　６

４５
·ｘ

５
２ ＋Ｏ（ｘ２）．

定理２　 对任意实数ｘ＞１，有渐近公式

　　　　　　∑
ｎ≤ｘ

Ｃ（ｎ）
Ｄ（ｎ）＝

槡９　３
４
ｌｎ　ｘ＋Ｏ（１）．

显然，定理１和定理２的余项是非常粗糙的，经过仔细计算还有进一步改进的余地，但由于计算比较复杂，所
以没有做精确处理．

２　 定理的证明

定理１的 证 明 　 由Ｄ（ｎ）的 定 义，不 难 计 算 出Ｄ（ｎ）的 前 几 项 值 为Ｄ（１）＝０，Ｄ（２）＝１，Ｄ（３）＝
２，Ｄ（４）＝３，Ｄ（５）＝４，Ｄ（６）＝６，Ｄ（７）＝８，Ｄ（８）＝１０，Ｄ（９）＝１２，Ｄ（１０）＝１４，…．对任意正整数ｎ＞１０，现
在确定Ｄ（ｎ）．设正 整 数ｍ 满 足 不 等 式ｍ（ｍ＋１）／２≤ｎ，此 时 由Ｄ（ｎ）的 定 义 不 难 推 出，当ａ＝ｍ 时，ｂ

＝ｎ－
ｍ（ｍ＋１）

２
及Ｄ（ｎ）＝ ｎ－

ｍ（ｍ＋１）
２（ ）·ｍ．设ｆ（ｘ）＝（ｎ－ｘ（ｘ＋１）／２）·ｘ，其 中１≤ｘ ≤

８ｎ＋槡 １－１
２

，于是有ｆ′（ｘ）＝ｎ－
１
２
（３ｘ２＋２ｘ）．令ｆ′（ｘ）＝０，则ｘ１＝

６ｎ　＋槡 １－１
３

，ｘ２＝
－ ６ｎ　＋槡 １－１

３

为ｆ′（ｘ）＝０的两个根．因为ｆ″（ｘ）＝－３ｘ－１，所以ｆ″（６ｎ＋槡 １－１
３ ）＜０．因此ｘ＝

６ｎ＋槡 １－１
３

是ｆ（ｘ）

的极大值，即ｆ（６ｎ＋槡 １－１
３ ）极大．又因为ｆ（１）＝ｎ－１，ｆ（８ｎ＋槡 １－１

２ ）＝０，当ｎ较大时，

　　　　　　ｆ（６ｎ＋槡 １－１
３ ）＝２ｎ９ ６ｎ＋槡 １－１（ ）－ ６ｎ＋槡 １－１（ ）２

５４ ＞ｎ－１．

由 最大值的定义及性质可知，函数ｆ（ｘ）在区间 ［１，８ｎ＋槡 １－１
２ ］上的最大值为ｆ（６ｎ＋槡 １－１

３ ）．由Ｄ（ｎ）
的定义知ｂ为整数，因此有ｂ＝

６ｎ＋槡 １－１
３ ＋Ｏ（１）＝

６ｎ　＋槡 １
３ ＋Ｏ（１），或

　　　　　　Ｄ（ｎ）＝（ｎ－ｂ（ｂ＋１）２ ）·ｂ＝ 槡２　６
９
·ｎ

３
２ ＋Ｏ（ｎ）． （１）

于是由（１）式及Ｅｕｌｅｒ求和公式［１０－１１］，立刻推出

∑
ｎ≤ｘ
Ｄ（ｎ）＝∑

ｎ≤ｘ
（槡２　６９ｎ

３
２ ＋Ｏ（ｎ））＝ 槡２　６

９ ∑ｎ≤ｘｎ
３
２ ＋Ｏ（∑

ｎ≤ｘ
ｎ）＝ 槡２　６

９∫
ｘ

１
ｘ

３
２ｄｘ＋Ｏ（ｘ２）＝ 槡４　６

４５
ｘ

５
２ ＋Ｏ（ｘ２）．

于是证明了定理１．
定理２的证明 　 由文献［９］知有恒等式

　　　　　　Ｃ（ｎ）＝ｍ＋ｎ－
ｍ（ｍ＋１）

２ ＝ｎ－
（ｍ－１）ｍ
２ ＝ｍ＋ｉ， （２）

其中ｍ 满足不等式ｍ（ｍ＋１）≤ｎ＜ （ｍ＋１）（ｍ＋２）／２，０≤ｉ≤ｍ．
下面应 用（２）式 来 完 成 定 理２的 证 明．对 任 意 实 数ｘ ＞１，显 然 存 在 唯 一 的 正 整 数 Ｍ 满 足 不 等

式Ｍ（Ｍ ＋１）／２≤ｘ＜ （Ｍ ＋１）（Ｍ ＋２）／２．由此不等式不难推出

·５４２·
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　　　　　Ｍ ＝［ ２ｘ＋１４槡 －
１
２］， （３）

其中 ［ｘ］表示不超过ｘ的最大整数．
注意到（１）式和（３）式，于是由（２）式有

　 ∑
１＜ｎ≤ｘ

Ｃ（ｎ）
Ｄ（ｎ）＝∑

Ｍ－１

ｋ＝２
∑

ｋ（ｋ＋１）／２≤ｎ＜（ｋ＋１）（ｋ＋２）／２

Ｃ（ｎ）
Ｄ（ｎ）＋ ∑

Ｍ（Ｍ＋１）／２≤ｎ＜ｘ

Ｃ（ｎ）
Ｄ（ｎ）＋Ｏ

（１）＝

∑
Ｍ－１

ｋ＝２
∑

ｋ（ｋ＋１）／２≤ｎ＜（ｋ＋１）（ｋ＋２）／２

ｎ－（ｋ－１）ｋ／２

槡２６／９·ｎ
３
２ ＋Ｏ（ｎ）

＋Ｏ（ ∑
Ｍ（Ｍ＋１）／２≤ｎ＜ｘ

ｎ－（Ｍ －１）Ｍ／２

槡２６／９·ｎ
３
２ ＋Ｏ（ｎ）

）＝

∑
Ｍ－１

ｋ＝１
∑
ｋ

ｉ＝０

ｋ＋ｉ

槡３
９
ｋ３
＋Ｏ（ Ｍ２

Ｍ３＋Ｏ（Ｍ２））＋Ｏ（１）＝∑
Ｍ－１

ｋ＝１

９

槡３·ｋ３
（ｋ（ｋ＋１）＋ｋ（ｋ＋１）２ ）＋Ｏ（１）＝

２７

槡２３∑
Ｍ－１

ｋ＝１

１
ｋ＋Ｏ

（１）＝ 槡９　３２ ｌｎ　Ｍ＋Ｏ
（１）＝ 槡９　３２ ｌｎ（２ｘ＋

１
４槡 －

１
２）＋Ｏ（１）＝ 槡

９　３
４
ｌｎｘ＋Ｏ（１）．

于是完成了证明定理２的证明．
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