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一个算术函数和 Smarandache 无理根

筛数列的性质

祁 兰
（榆林学院 数学系，陕西 榆林 719000）

摘 要：设 p 为素数，ep（n）表示 n 中包含素数 p 的最大指数 . 主要研究 ep（n）作用在无理根筛数列上的均值性质，

并给出一个有趣的渐近公式 .
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The Properties of an Arithmetical Function and
the Smarandache Irrational Root Sieve

Qi Lan
（Department of Mathematics，Yulin University，Yulin 719000，Shaanxi China）

Abstract：Let p be a prime，ep（n）denote the largest exponent of power p which is included n． This paper mainly

studies the mean value properties of ep（n）acting on the irrational root sieve sequences，and give an interesting

asymptotic formula．
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1 引言与结论

从自然数集合中（除 0 与 1）：去掉所有的 2k
，k≥2（例如 4，8，16，32，64，…）；去掉所有的 3k

，k≥2；去掉

所有的 5k，k≥2；去掉所有的 6k
，k≥2；去掉所有的 7k

，k≥2；去掉所有的 10k
，k≥2；……等等，依次继续下去，

我们可以得到 Smarandache 无理根筛数列：2，3，5，6，7，10，11，12，13，14，15，17，18，19，…，设 A 表示所有的

无理根筛集合 ． 对任意素数 p，设 ep（n）表示整除 n 的 p 最大指数，即 ep（n）=max｛α：pα│n｝． 在文献［1］中，

F．Smarandache 教授建议我们研究 ep（n）和无理根筛数列的性质 ． 国内已有许多学者研究了 ep（n）的性质，可

参阅文献［2－5］，但关于 ep（n）和无理筛数列的渐近性质还尚未见到有人研究 ． 本文主要利用解析的方法给

出 ep（n）作用在无理根筛数列上的均值性质，并给出了一个有趣的渐近公式，即是下面的定理：

定理 设 p 为素数，则对任意实数 x≥1，有渐近公式

n≤x
Σ
n∈A

ep（n）= 1
p-1 x- 2

p-1 x
1
2 - 3

p-1 x
1
3 +O（x

1
2 +ε

）．

2 定理的证明

为了完成定理的证明，我们需要下面一个简单引理：
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引理 设 p 为素数，对任意实数 x≥1，m≥0 是一个整数，有渐近公式

n≤x
Σep（nm）= m

p-1 x+O（x
1
2 +ε

）．

证明 设 f（s）=
∞

n=1
Σ ep（nm）

ns
，当 s 的实部较大时，f（s）绝对收敛 ． 由 Euler 乘积公式[6]及算术函数 ep（n）的

定义有

f（s）=
∞

n=1
Σ ep（nm）

ns
=

∞

α=0
Σ

∞

l=1
Σ

（l，p）=1

mα
（pα l）s =

∞

α=0
Σmα

pαs
∞

l=1
Σ

（l，p）=1

1
l s

=

mps

（ps-1）2
q≠p
仪（1+ 1

qs +
1
q2s +…）=

mζ（s）
ps-1

，

其中 ζ（s）为 Riemann zeta 函数 ． 显然有

ep（nm）≤m log p n≤m ln n，

∞

n=1
Σ ep（nm）

nσ
≤ m

σ-1 ，

其中 σ 是 s 的实部，则由 Perron 公式[7]，得

∞

n=1
Σ ep（nm）

ns0
= 1
2πi

b+iT

b-iT乙 f（s+s0）xs
s ds+O（

xbB（b+σ0）

T ）+

O（x1-σ0H（2x）min｛1，
log x
T ｝）+O（x-σ0H（N）min｛1， x

襓x襓｝），

其中：N 离 x 最近的整数，襓x襓=│x-N│．

取 s0=0，b= 3
2 ，H（x）=mln x，B（σ）= m

σ-1 ，有

n≤x
Σep（nm）= 1

2πi

3
2 +iT

3
2 -iT
乙 mζ（s）

ps-1
xs
s ds+O（x

3
2 +ε

T ），

现在来估计主项

3
2 +iT

3
2 -iT
乙 mζ（s）

ps-1
xs
s ds，将积分线从 s= 3

2 ± iT 移至 s= 1
2 ± iT ． 则 R（s）=

mζ（s）
ps-1

xs
s 在 s=1 处有一

个一阶极点，留数为
mx
p-1 ，于是

1
2πi

3
2 +iT

3
2 -iT
乙 +

1
2 +iT

3
2 +iT
乙 +

1
2 -iT

1
2 +iT
乙 +

3
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1
2 -iT
乙

乙
乙
乙乙
乙

乙
乙
乙乙
乙

mζ（s）
ps-1

xs
s ds= mx

p-1 ．

注意到

1
2πi

1
2 +iT

3
2 +iT
乙 +

1
2 -iT

1
2 +iT
乙 +

3
2 -iT

1
2 -iT
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乙
乙乙
乙

乙
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mζ（s）
ps-1

<< x
3
2 +ε

T ，

取 T=x，可得

n≤x
Σep（nm）= m

p-1 x+O（x
1
2 +ε

）．

于是完成了引理的证明 ．
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由引理可得

n≤x
1
2

Σep（n2
）= 2

p-1 x
1
2 +O（x

1
4 +ε

），

n≤x
1
3

Σep（n3
）= 2

p-1 x
1
3 +O（x

1
6 +ε

）．

下面我们利用引理来证明定理 ． 根据集合 A 定义和引理的结论，可得

n≤x
Σ
n∈A

ep（n）=
n≤x
Σep（n）-

n≤x
1
2

Σep（n2
）-

n≤x
1
3

Σep（n3
）+O（

4≤k≤ ln x
ln 2

Σ x
1
k +ε

）=

1
p-1 x- 2

p-1 x
1
2 - 3

p-1 x
1
3 +O（x

1
2 +ε

）．

于是就完成了定理的证明 ．
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