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一类 Smarandache 方程的可解性问题
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摘要: 本文研究了包含经典的 Euler 函数与 Smarandache 函数的方程. 利用初等数论以及分

析的方法, 给出了此类方程解的一般形式, 获得了几个有趣的结果, 推广和改进了此类方程的已有结果.
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1 引言及结论

对于任意正整数 n, 著名的 Smarandache 函数 S(n) 定义见文献 [1], 存在最小正整数 m

使得 n|m!, 即就是有

S (n) = min{m : m ∈ N, n|m!}.

它的各种性质是数论及其应用领域中一个十分引人关注的研究课题 [10−20]. 而对于正整数 n,
设 φ (n)是 n的 Euler函数, 这里 φ (n)表示不大于 n且与 n互素的正整数的个数 [3]. 关于这
个经典的函数, 很多学者都对其进行了研究,得到了一些较好的结果 [3−9]. 关于 Smarandache
函数 S (n) 与 Euler 函数的方程：

S(nk) = φ(n). (1)

有一些学者对这个函数方程进行了一些研究, 具体的讲就是给出了 k (k 6 15) 为较小的
具体正整数时, 方程 (1) 的正整数解. 例如文献 [10] 证明了: 当 k = 1 时, 方程 (1) 仅有解.
文献 [11] 对 k = 2, 3, 4 时的解进行了讨论, 得出: 当 k = 2 时方程 (1) 解为 n = 1, 24, 50 及当
k = 3 时方程 (1) 解为 n = 1, 48, 98, 而当 k = 4 时, 方程 (1) 有解 n = 1. 本文主要寻求这类
方程在指数为偶数时, 即:

S(n2k) = φ(n) (2)

的它们解的一般形式, 在这个发现的过程中, 得到了其满足特定条件下的 k 的一些解的一般

形式, 即得到了以下定理.
定理 1 设 k 为任意的正整数, 若 4k + 1 为素数, 则 n = (4k + 1)2 和 n = 2(4k + 1)2 都

是方程 S(n2k) = φ(n) 的解.
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定理 2 设 p = 4m + 1 为素数, m ∈ N+, p > 5. 若 p + 2 也是素数, 则 n = p2(p + 2) 和
n = 2p2(p + 2) 都是方程 S(n2k) = φ(n) 的解, 而 n = p(p + 2)2 和 n = 2p(p + 2)2 都不是方
程 S(n2k) = φ(n) 的解, 其中 k = 1

4
(p− 1)(p + 2).

定理 3 设 p为任意素数, p > 5. 若 p+2也是素数,则 n = p(p + 2)2和 n = 2p(p + 2)2及
n = p2(p + 2) 和 n = 2p2(p + 2) 都不是方程 S(n2k) = φ(n) 的解, 其中 k = 1

4
(p− 1)(p + 1).

定理 4 设 k 为任意的正整数, 当 k = 1 时, n = 2k+2 × 3 是方程 S(n2k) = φ(n) 的解;
而当 k > 2 时, n = 2k+2 × 3 不是方程 S(n2k) = φ(n) 的解.
注 由定理 1 知, n = 25, 50 都是 S(n2) = φ(n) 的解. n = 289, 578 都是 S(n4) = φ(n)

的解. 这些结果对文献 [10] 和 [11] 进行了补充和改进.

2 几个引理及证明

为了完成定理的证明, 需引入以下引理.

引理 1 [2] 如果n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s 是正整数n的标准分解式,则有φ(n) =

s∏
i=1

pαi−1
i (pi − 1).

引理 2 [11] 若正整数 n 的标准分解式为 n = pα1
1 pα2

2 · · · pαs
s , 则

S(n) = max {S(pα1
1 ) , S(pα2

2 ), · · · , S(pαs
s )} .

引理 3 [11] 对于素数 p 和正整数 k, 有 S(pλ) 6 λp. 特别地, 当 λ < p 时, 有 S(pλ) = λp.
引理 4 [12] 设 p 为素数, λ 为任意正整数, 那么有

2λ(p− 1) + 1 6 S(p2λ) 6 (2λ + 1 + logp 2λ)(p− 1) + 1.

引理 5 [19] 若 p + q 为素数, 则当 1 6 λ 6 (p + q)(p + q + 1) 时,

S((p + q)λ) = (λ− [
λ

p + q + 1
])(p + q),

其中 [ λ
p+q+1

] 表示对实数 λ
p+q+1

取整.

3 定理的证明

定理 1 的证明 对任意的正整数 k, 若 4k + 1 为素数, 当 n = (4k + 1)2 时, 则

S(n2k) = S(((4k + 1)2)2k) = S((4k + 1)4k).

由引理 3 知

S(n2k) = S((4k + 1)4k) = 4k(4k + 1).

而由引理 1 知

φ(n) = φ((4k + 1)2) = (4k + 1)(4k + 1− 1) = 4k(4k + 1),

因此 4k + 1 为素数时, n = (4k + 1)2 是方程 S(n2k) = φ(n) 的解.
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当 n = 2 (4k + 1)2 时, 由引理 2 知

S(n2k) = S((2(4k + 1)2)2k) = max{S(22k), S((4k + 1)4k)} = S((4k + 1)4k) = 4k(4k + 1),

φ(n)− φ(2(4k + 1)2) = φ(2)φ((4k + 1)2) = (2− 1)(4k + 1)(4k + 1− 1) = 4k(4k + 1),

所以 4k + 1 为素数时, n = 2(4k + 1)2 也是方程 S(n2k) = φ(n) 的解.
定理 2 的证明 当 n = p2(p + 2) 时,

S(n2k) = S((p2(p + 2))2k) = max{S(p4k), S((p + 2)2k)},

由 4k = (p− 1)(p + 2) < p(p + 1), 根据引理 5, 可知

S(p4k) = (4k − [
4k

p + 1
])p = {(p− 1)(p + 2)− [

(p− 1)(p + 2)
(p + 1)

]}p
= [(p− 1)(p + 2)− (p− 1)]p = (p− 1)p(p + 1).

由于 2k = 1
2
(p− 1)(p + 2) < (p + 2)(p + 3), 由引理 5 可知

S((p + 2)2k) = {2k − [
2k

p + 3
]}(p + 2) = {1

2
(p− 1)(p + 2)− [

(p− 1)(p + 2)
2(p + 3)

]}(p + 2)

= {1
2
(p− 1)(p + 2)− [

(p− 1)(p + 3)− (p− 1)
2(p + 3)

]}(p + 2)

= [
1
2
(p− 1)(p + 2)− 1

2
(p− 1) + 1](p + 2) = [

1
2
(p− 1)(p + 1) + 1](p + 2),

作函数 f(x) = (x− 1)x(x + 1)− [ 1
2
(x2 − 1) + 1](x + 2), 则

f ′ (x) = 3x2 − 1− (
3
2
x2 + 2x +

1
2
) =

3
2
x2 − 2x− 3

2
.

当 x > 5 时, f ′ (x) > f ′ (5) = 26 > 0, 因此 f (x) 在 [5,+∞] 上严格单调递增, 由 f (5) =
29 > 0,则 f (x) > 0在 [5,+∞]上恒成立,故此时 (x− 1) x (x + 1) >

[
1
2
(x2 − 1) + 1

]
(x + 2).

所以当 p > 5 时, S
(
p4k

)
> S

(
(p + 2)2k

)
, 即有

S
(
n2k

)
= S

(
p4k

)
= (p− 1) p (p + 1) .

当 n = p2 (p + 2) 时, φ (n) = φ (p2 (p + 2)) = (p− 1) p (p + 1). 故可知 n = p2 (p + 2) 是方程
S

(
n2k

)
= φ (n) 的解.

当 n = 2p2 (p + 2) 时,

S(n2k) = S((2p2(p + 2))2k) = max{S(22k), S(p4k), S((p + 2)2k)}
= S(p4k) = (p− 1)p(p + 1),

φ(n) = φ(2p2(p + 2)) = (2− 1)p(p− 1)(p + 1) = (p− 1)p(p + 1).

所以 n = 2p2 (p + 2) 也是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解.

同理可证 n = p (p + 2)2 和 n = 2p (p + 2)2 都不是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解.
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定理 3 的证明 当 n = p (p + 2)2 时,

S(n2k) = S((p(p + 2)2)2k) = max{S(p2k),S((p + 2)4k)}.
由于 2k = 1

2
(p− 1) (p + 1) < p (p + 1), 根据引理 5, 可知

S(p2k) = (2k − [
2k

p + 1
])p = {1

2
(p− 1)(p + 1)− [

(p− 1)(p + 1)
2(p + 1)

]}p

= [
1
2
(p− 1)(p + 1)− 1

2
(p− 1)]p =

1
2
(p− 1)p2 =

1
2
(p3 − p2).

由于 4k = (p− 1) (p + 1) < (p + 2) (p + 3), 根据引理 5, 可知

S
(
(p + 2)4k

)
=

{
4k −

[
4k

p + 3

]}
(p + 2)

=
{

(p− 1) (p + 1)−
[
(p− 1) (p + 1)

p + 3

]}
(p + 2)

=
{

(p− 1) (p + 1)−
[
(p− 1) (p + 3)− 2 (p + 3) + 8

p + 3

]}
(p + 2)

=

{
[(p− 1) (p + 1)− (p− 2)] (p + 2) , p = 5
[(p− 1) (p + 1)− (p− 3)] (p + 2) , p > 5

=

{
(p2 − p + 1) (p + 2) , p = 5,

(p2 − p + 2) (p + 2) , p > 5.

当 p = 5 时, 计算可得 S
(
(p + 2)4k

)
− S

(
p2k

)
> 0.

下面证明当 p > 5 时, (p2 − p + 2) (p+2)− 1
2
(p3 − p2) > 0. 作函数

f (x) =
(
x3 + x2 + 4

)− 1
2

(
x3 − x2

)
,

则

f ′ (x) = 3x2 + 2x− 1
2

(
3x2 − 2x

)
=

3
2
x2 + 3x.

当 x > 5 时, f ′ (x) > f ′ (5) > 0, 因此 f (x) 在上严格单调递增, 由 f (5) = 104 > 0,
则 f (x) > 0 恒成立, 故可以知道 p > 5 时, (p2 − p + 2) (p + 2) − 1

2
(p3 − p2) > 0. 因而有

S((p + 2)4k)− S(p2k) > 0, 即 S((p + 2)4k) > S(p2k), 所以

S(n2k) = max{S(p2k),S((p + 2)4k)} = S((p + 2)4k) = [(p− 1)p + 1](p + 2).

当 n = p (p + 2)2 时, φ (n) = φ
(
p (p + 2)2

)
= (p− 1) (p + 2) (p + 1).

此时 S
(
n2k

) 6= φ (n). 即 n = p (p + 2)2 不是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解. 当 n =

2p (p + 2)2 时,

S(n2k) = S((2p(p + 2)2)2k)

= max{S(2)2k, S(p2k),S((p + 2)4k)}
= S((p + 2)4k) = [(p− 1)p + 1](p + 2),

φ(n) = φ(2p(p + 2)2) = (2− 1)(p− 1)(p + 2)(p + 2− 1) = (p− 1)(p + 2)(p + 1).
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此时 S
(
n2k

) 6= φ (n), 即 n = 2p (p + 2)2 也不是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解.

同理可证 n = p2 (p + 2) 和 n = 2p2 (p + 2) 都不是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解.

定理 4 的证明 若 k 为任意的正整数, 当 k = 1, n = 2k+2 × 3 时,

S
(
n2k

)
= S

((
23 × 3

)2
)

= S
(
26 × 32

)
= max

{
S

(
26

)
, S

(
32

)}
= 8,

φ (n) = φ
(
23 × 3

)
= 22 (2− 1) (3− 1) = 8,

所以当 k = 1 时, n = 2k+2 × 3 是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解.

同理可知 k = 2, 3 时, n = 2k+2 × 3 却不是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解. 而当 k > 4 时,

n = 2k+2 × 3,

S
(
n2k

)
= S

((
2k+2 × 3

)2k
)

= S
(
22k(k+2) × 32k

)
= max

{
S

(
22k(k+2)

)
, S

(
32k

)}
= S

(
22k(k+2)

)
.

由引理 4 知

(2− 1) 2k (k + 2) + 1 6 S
(
22k(k+2)

)
6 (2− 1) [2k (k + 2) + 1 + log2 2k (k + 2)] + 1,

可得

S
(
22k(k+2)

)
6 2k (k + 2) + log2 2k (k + 2) + 2,

φ (n) = φ
(
2k+2 × 3

)
= 2k+2,

所以

φ (n)− S
(
22k(k+2)

)
> 2k+2 − (2k (k + 2) + log2 2k (k + 2) + 2) .

作函数

f (k) = 2k+2 − (2k (k + 2) + log2 2k (k + 2) + 2) ,

则

f ′ (k) = 2k+2 ln 2−
(

4k + 4 +
2k + 2

k (k + 2) ln 2

)
.

当 k > 4 时, 0 < 2k+2
k(k+2) ln 2

< 1, 所以 f ′ (k) = 2k+2 ln 2 − 4k − 4 > 0, f (k) 为单
调递增函数, 又 f (4) = 14 − 4 log2 3 > 0, 所以当 k > 4 时, 恒有 f (k) > 0. 故此时有
φ (n)− S

(
n2k

)
> 0.

综合以上可得, 当 k > 2 时, n = 2k+2 × 3 不是方程 S
(
n2k

)
= φ (n) 的解.
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A SOLVABILITY PROBLEM OF THE EQUATION INVOLVING

SMARANDACHE FUNCTION

CHEN Bin

(1.Department of Mathematics, Weinan Normal University, Weinan 714000, China)

Abstract: The paper studies the function equation involving the Euler and Smarandache

function. By using the elementary number theory methods and the analysis methods, we obtain

the general forms of solutions about the equation and some interesting theories. Therefore, the

existence results about the equation could be improved and applied to a wider scope.

Keywords: Smarandache function; Euler function; equation; solvability.
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