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一类包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的
条件方程的可解性问题

①
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摘要：研究了一类包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数与Ｅｕｌｅｒ函 数 的 经 典 函 数 方 程 的 可 解 性 问 题，利 用 初 等 数 论 和 分 析 的 方

法，讨论了这类条件方程在指数为奇数时解的情况，得到了一些有趣的结果．
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著名的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数ｓ（ｎ）定义为：存在最小正整数ｍ，使得ｎ｜ｍ！．易知

ｓ（ｎ）＝ｍｉｎ｛ｍ：ｍ∈Ｎ＋，ｎ｜ｍ！｝

　　 许多学者对包含Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数ｓ（ｎ）与Ｅｕｌｅｒ函数的方程

ｓ（ｎｋ）＝φ（ｎ） （１）

进行了深入的研究［１－５］，得到了一些漂亮的结果．
性质１［６］　 若正整数ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐ

α
２
２
…ｐαｓｓ ，则

ｓ（ｎ）＝ｍａｘ｛ｓ（ｐα１１ ），ｓ（ｐ
α
２
２
），…，ｓ（ｐαｓｓ ）｝

　　 性质２［７］　 若ｐ＋ｑ为素数，则当１≤λ≤ （ｐ＋ｑ）（ｐ＋ｑ＋１）时，可得

ｓ（（ｐ＋ｑ）λ）＝ λ－ λ
ｐ＋ｑ＋［ ］（ ）１

（ｐ＋ｑ）

其中 λ
ｐ＋ｑ＋［ ］１ 表示对实数 λ

ｐ＋ｑ＋１
取整．

性质３［６］　 对素数ｐ和正整数ｋ有ｓ（ｐλ）≤λｐ．特别地，当λ＜ｐ时，有ｓ（ｐλ）＝λｐ．
对于函数方程（１）中的指数ｋ，文献［６］得出：ｋ＝１时，方程（１）仅有解ｎ＝１，８，９，１２，１８．文献［８］证

明了ｋ＝２，３，４时解的情况．文献［７］对指数ｋ为偶数时的情况进行了分类讨论，得到了其对应的解的具体

形式，给出了几个有趣的结果．这个问题吸引了作者的思考，本文利用文献［７］的方法对指数ｋ为奇数时的

各类情况进行了讨论，即讨论了条件方程

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ） （２）

解的情况，给出了其满足特定条件的一些解与非解的具体形式．
定理１　 对于任意的正整数ｋ，当４ｋ＋３为素数时，方程（２）有解ｎ＝ （４ｋ＋３）２ 和ｎ＝２（４ｋ＋３）２．
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定理２　若ｐ＝４　ｍ＋３为素数，ｍ∈Ｎ＋，ｐ≥７，当ｐ＋２也是素数时，则ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）和ｎ＝２ｐ２（ｐ
＋２），及ｎ＝ｐ（ｐ＋２）２ 和ｎ＝２ｐ（ｐ＋２）２ 均不是方程（２）的解，其中

ｋ＝ １４
（ｐ－３）（ｐ＋２）

　　 定理３　若ｐ＝８　ｍ＋１为素数，ｍ∈Ｎ＋，ｐ≥１７，当ｐ＋２是素数时，则ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）和ｎ＝２ｐ２（ｐ
＋２），及ｎ＝ｐ（ｐ＋２）２ 和ｎ＝２ｐ（ｐ＋２）２ 都不是方程（２）的解，其中

ｋ＝ １８
（ｐ－１）（ｐ＋２）

　　 定理１的证明 　 对于任意的正整数ｋ，若４ｋ＋３为素数，当ｎ＝ （４ｋ＋３）２ 时，则易知

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（（（４ｋ＋３）２）２ｋ＋１）＝ｓ（（４ｋ＋３）４ｋ＋２）

由性质３可得

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（（４ｋ＋３）４ｋ＋２）＝ （４ｋ＋２）（４ｋ＋３）

而我们知道

φ（ｎ）＝φ（（４ｋ＋３）
２）＝ （４ｋ＋２）（４ｋ＋３）

因此，当４ｋ＋３为素数时，ｎ＝ （４ｋ＋３）２ 是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
当ｎ＝２（４ｋ＋３）２ 时，同理可知

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（（２（４ｋ＋３）２）２ｋ＋１）＝ｍａｘ　ｓ（２２ｋ＋１），ｓ（（４ｋ＋３）４ｋ＋２｛ ｝）＝
ｓ（（４ｋ＋３）４ｋ＋２）＝ （４ｋ＋２）（４ｋ＋３）

因此，当４ｋ＋３为素数时，ｎ＝２（４ｋ＋３）２ 也是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
定理２的证明 　 当ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）时，根据Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ函数的性质可得

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（（ｐ２（ｐ＋２））２ｋ＋１）＝ｍａｘ　ｓ（ｐ４ｋ＋２），ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１｛ ｝）

由４ｋ＝ （ｐ－３）（ｐ＋２）＜ｐ（ｐ＋１），根据性质２，可知

ｓ（ｐ４ｋ＋２）＝ （４ｋ＋２）－ ４ｋ＋２
ｐ＋［ ］（ ）１ ｐ＝ （ｐ－３）（ｐ＋２）＋（ ）２ －

（ｐ－３）（ｐ＋２）＋２
ｐ＋［ ］｛ ｝１ ｐ＝

（ｐ－３）（ｐ＋２）＋（ ）２ －
（ｐ－３）（ｐ＋１）＋（ｐ－３）＋２

ｐ＋［ ］｛ ｝１ ｐ＝

（ｐ－３）（ｐ＋２）＋（ ）２ －（ｐ－３）－｛ ｝１　ｐ＝ ［（ｐ－３）（ｐ＋１）＋１］ｐ
而

２ｋ＝ １２
（ｐ－３）（ｐ＋２）＜ （ｐ＋２）（ｐ＋３）

则

ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１）＝ ２ｋ＋１－ ２ｋ＋１
ｐ＋［ ］｛ ｝３

（ｐ＋２）＝

１
２
（ｐ－３）（ｐ＋２）＋１－

１
２
（ｐ－３）（ｐ＋２）＋１

ｐ＋

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
（ｐ＋２）＝

１
２
（ｐ－３）（ｐ＋２）＋１－

１
２
（ｐ－３）（ｐ＋２）－１２

（ｐ－３）＋１

ｐ＋

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
（ｐ＋２）＝

１
２
（ｐ－３）（ｐ＋２）＋１－ １

２
（ｐ－３）－［ ］｛ ｝１ （ｐ＋２）＝

１
２
（ｐ－３）（ｐ＋２－１）＋１＋［ ］１ （ｐ＋２）＝ １

２
（ｐ－３）（ｐ＋１）＋［ ］２ （ｐ＋２）

这里我们构造函数

ｆ（ｘ）＝ ［（ｘ－３）（ｘ＋１）＋１］ｘ－ １
２
（ｘ－３）（ｘ＋１）＋［ ］２ （ｘ＋２）＝ １２ｘ３－２ｘ２－１２ｘ－１
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易求得

ｆ′（ｘ）＝ ３２ｘ
２－４ｘ－１２

而当ｘ≥５时，

ｆ′（ｘ）＞ｆ′（５）＝１７＞０
因此ｆ（ｘ）在［５，＋∞］上严格单调递增．由于ｆ（５）＝９＞０，则在［５，＋∞］上恒有ｆ（ｘ）＞０．故此时可得

［（ｘ－３）（ｘ＋１）＋１］ｘ＞
１
２
（ｘ－３）（ｘ＋１）＋［ ］２ （ｘ＋２）

即当ｘ≥５时，

ｓ（ｐ４ｋ＋２）＞ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１）

那么

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（ｐ４ｋ＋２）＝ （ｐ－３）（ｐ＋１）＋［ ］１　ｐ
而当ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）时，

φ（ｎ）＝φ（ｐ
２（ｐ＋２））＝ （ｐ－１）ｐ（ｐ＋１）

显然，ｓ（ｎ２ｋ＋１）≠φ（ｎ），所以ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）不是ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
对于第二类情况，当ｎ＝２ｐ２（ｐ＋２）时，同理可知

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ （２ｐ２（ｐ＋２））２ｋ＋（ ）１ ＝
ｍａｘ　ｓ（２２ｋ＋１），ｓ（ｐ４ｋ＋２），ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１｛ ｝）＝
ｓ（ｐ４ｋ＋２）＝ ［（ｐ－３）（ｐ＋１）＋１］ｐ

此时

φ（ｎ）＝φ（２ｐ
２（ｐ＋２））＝ （２－１）（ｐ－１）ｐ（ｐ＋１）＝ （ｐ－１）ｐ（ｐ＋１）

可得

ｓ（ｎ２ｋ＋１）≠φ（ｎ）

从而可知ｎ＝２ｐ２（ｐ＋２）也不是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
同理可证ｎ＝ｐ（ｐ＋２）２ 和ｎ＝２ｐ（ｐ＋２）２ 都不是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
定理３的证明 　 当ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）时，由函数性质可知

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（（ｐ２（ｐ＋２））２ｋ＋１）＝ｍａｘ　ｓ（ｐ４ｋ＋２），ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１｛ ｝）

此时

８ｋ＝ （ｐ－１）（ｐ＋２）　　　４ｋ＝ １２
（ｐ－１）（ｐ＋２）＜ｐ（ｐ＋１）

根据性质２，可得

ｓ（ｐ４ｋ＋２）＝ ４ｋ＋２－ ４ｋ＋２
ｐ＋［ ］（ ）１ ｐ＝ １

２
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋２－

１
２
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋２

（ｐ＋１

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎）
ｐ＝

１
２
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋２－

１
２
（ｐ－１）（ｐ＋１）＋１２

（ｐ－１）＋２
（ｐ＋１

熿

燀

燄

燅

烄

烆

烌

烎）
ｐ＝

１
２
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋２－ １

２
（ｐ－１）＋［ ］（ ）１　ｐ＝ １

２
（ｐ－１）（ｐ＋１）＋（ ）１　ｐ

由

２ｋ＝ １４
（ｐ－１）（ｐ＋２）＜ （ｐ＋２）（ｐ＋３）

可推出

ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１）＝ ２ｋ＋１－ ２ｋ＋１
ｐ＋［ ］｛ ｝３

（ｐ＋２）＝
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１
４
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋１－

１
４
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋１
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熿
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燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
（ｐ＋２）＝

１
４
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋１－

１
４
（ｐ－１）（ｐ＋３）－１４

（ｐ－１）＋１

ｐ＋

熿

燀

燄

燅
烅
烄

烆
烍
烌

烎３
（ｐ＋２）＝

１
４
（ｐ－１）（ｐ＋２）＋１－ １

４
（ｐ－１）－［ ］｛ ｝１ （ｐ＋２）＝ １

４
（ｐ－１）（ｐ＋１）＋｛ ｝２ （ｐ＋２）

构造函数

ｆ（ｘ）＝ １
２
（ｘ－１）（ｘ＋１）＋［ ］１　ｘ－ １

４
（ｘ－１）（ｘ＋１）＋［ ］２ （ｘ＋２）＝

１
４ｘ

３－１２ｘ
２－５４ｘ－

７
２

可求得

ｆ′（ｘ）＝ ３４ｘ
２－ｘ－５４

而当ｘ≥４时，

ｆ′（ｘ）＞ｆ′（４）＝２７４ ＞０

因此，可推出ｆ（ｘ）在［４，＋∞］上严格单调递增．再由ｆ（４）＝５４＞０
可知，ｆ（ｘ）＞０在［４，＋∞］上恒成

立．故有

１
２
（ｘ－１）（ｘ＋１）＋［ ］１　ｘ＞ １

４
（ｘ－１）（ｘ＋１）＋［ ］２ （ｘ＋２）

从而当ｐ≥４时，

ｓ（ｐ４ｋ＋２）＞ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１）

这时可知

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（ｐ４ｋ＋２）＝ １
２
（ｐ－１）（ｐ＋１）＋［ ］１　ｐ

而当ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）时，

φ（ｎ）＝φ（ｐ
２（ｐ＋２））＝ （ｐ－１）ｐ（ｐ＋１）

故ｎ＝ｐ２（ｐ＋２）不是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
对于ｎ＝２ｐ２（ｐ＋２）时，可知

ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝ｓ（（２ｐ２（ｐ＋２））２ｋ＋１）＝ｍａｘ　ｓ（２２ｋ＋１），ｓ（ｐ４ｋ＋２），ｓ（（ｐ＋２）２ｋ＋１｛ ｝）＝

ｓ（ｐ４ｋ＋２）＝ １
２
（ｐ－１）（ｐ＋１）＋［ ］１　ｐ

而易得

φ（ｎ）＝φ（２ｐ
２（ｐ＋２））＝ （２－１）（ｐ－１）ｐ（ｐ＋１）＝ （ｐ－１）ｐ（ｐ＋１）

因此

ｓ（ｎ２ｋ＋１）≠φ（ｎ）

即ｎ＝２ｐ２（ｐ＋２）不是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
同理可证ｎ＝ｐ（ｐ＋２）２ 和ｎ＝２ｐ（ｐ＋２）２ 都不是方程ｓ（ｎ２ｋ＋１）＝φ（ｎ）的解．
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