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一类包含 Smarandache和函数的 Ditichlet级数

王 建 平
(长安大学 理学院 , 陕西 西安 710064)

摘　要:研究了一类包含函数 S(n , k)的 Dirichlet 级数的计算问题.用高斯取整函数的性质及初等

方法 ,对某些特殊的整数 k>1 ,给出了该级数的几个具体的计算公式.这些结果在离散和连续之间

架起了一个桥梁 ,将一类离散问题和解析函数紧密联系起来.
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One kind Dirichlet series involving the Smarandache Summands function

WANG Jian-ping

(College of Science , Chang′an University , Xi′an 710064 , Shaanxi , China)

Abstract:The calculating problem of one kind Dirichlet series involving the function S(n , k)i s

studied.By using the propert ie s of Gauss f loo r function and the elementary method , some exactly

calculating formulas fo r the series wi th some special po sitive integ er k are given.The serie s

becomes a bridge betw een the discrete and the continuous , and gives a rela tion between discrete

problems and analyt ic funct ions.
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　　对任意正整数 n 及正整数 k > 1 , 著名的

Smarandache 函数 S(n)定义为最小的正整数 m 使

得n|m !
[ 1]
;而Smarandache和函数 S(n , k)定义为

S(n , k)= ∑
|n-ki|≤n
i=0 , 1 , 2 , …

(n -ik),

例如 ,S(9 ,2)=9 +(9-2)+(9 -4)+(9 -6)+

(9 -8)+(9-10)+(9-12)+(9-14)+(9-16)

+(9-18)=0 , S(9 ,4)=9 +(9-4)+(9-8)+

(9-12)+(9-16)=5 , S(11 ,5)=11 +(11-5)

+(11-10)+(11-15)+(11-20)=5 , S(13 , 6)

=13+(13-6)+(13-12)+(13-18)+(13-24)

=5 , ….

这个函数是有意义的 ,可以反映出正整数n在k

的倍数数列中的分布性质.有关 Smarandache 的其

他问题可参阅文献[ 2-7] .文献[ 5] 研究了均方值

(SL(n)- Ψ(n))2 的渐近性质 ,给出了渐近公式

∑
n≤x

(SL(n)- Ψ(n))2 = 4
5
ζ

5
4
·

　　 x
5
2

ln x
+∑

k

i=2

ci · x
5
2

ln i
x

+O
x

5
2

lnk+1 x
.

其中ζ(n)为 Riemann zeta-函数 , ci 为可计算的常

数. Ψ(n)为可加函数 ,定义为: Ψ(n)= ∑
k

j=1
αjp j ,如

果 n的标准分解式为n =p
α
11 p

α
22 …p

α
kk .文献[ 6] 研究

了有关 Smarandache 函数性质 ,同时提出了一系列

未解决的问题.

本文利用初等方法以及取整函数的性质研究函

数 S(n , k)的算术性质以及一类包含 S(n , k)的

Dirichle t级数的计算问题 , 并对某些特殊的正整数

k >1 ,给出该级数几个具体的计算公式.文中所用

到的初等数论知识参阅文献[ 8] .

命题 1　对任意复数 s且 Re(s)>2 ,则有恒等

DOI :10.15983/j .cnk i.j snu.2010.05.003



　　第 5期 王建平:一类包含 Smarandache和函数的 Ditichlet级数 15　　　

式

∑
∞

n=1

S(n , 4)
n

s =
1
2

1- 1
2
s-1 ζ(s-1)+

1
2

1- 1
2
s ζ(s),

其中ζ(s)为 Riemann zeta-函数.

命题 2　对任意复数 s且 Re(s)>3 ,则有恒等

式

∑
∞

n=1

S(n
2
,8)

n
s = 1

4
1 -

1
2s-2

ζ(s -2)+

3
4

1 -1
2 s ζ(s).

特别当 s =4时 ,注意到ζ(2)=π
2

6
,ζ(4)=π

4

90
,则有

恒等式

∑
∞

n=1

S(n2 ,8)
n
4 =π2

32
+5π4

604
.

命题 3　对任意复数 s且 Re(s)>3 ,则有恒等

式

∑
∞

n=1

S(n2 ,16)
n
s =

1
8
+ 1
2
s-1 1- 1

2
s-2 ζ(s-2)+

7
8
+ 1
2s-1

1 -1
2s

ζ(s).

特别当 s =4时有恒等式

∑
∞

n=1

S(n2 ,14)
n
4 =

π2

32
+
π4

96
.

命题 4　对任意复数 s且 Re(s)>3 ,则有恒等

式

∑
∞

n=1

S(n
2
,6)

n
s = 1

3
1 - 1

3
s-2 ζ(s -2)+

2
3

1 -1
3

s ζ(s).

特别当 s =4时有恒等式

∑
∞

n=1

S(n
2
,6)

n
4 =4π

2

81
+16π

4

2 187
.

命题 5　设 p > 2为素数 , 对任意复数 s 且

Re(s)>p ,则有恒等式

∑
∞

n=1

S n
p-1 , p
n

s = 2
p

1-
1

p
s-p+1 ζ(s-p+1)+

1-
2
p

1 -
1
p

s ζ(s).

命题的证明 　为了完成命题的证明 ,需要高斯

函数[ x] 的一些基本性质 ,比如:对任意实数 x 有

[ x] ≤ x <1+[ x] ;0 ≤x -[ x] ={x}<1.另外 ,

还需要一些关于著名的 Riemannzeta-函数的一些

知识 ,例如:ζ(s)=∑
∞

n=1

1
n
s ,当 Re(s)>1时 ,该级数

收敛;当 s=1时该级数发散;ζ(2)=π2

6
;ζ(4)=π4

90
.

这些结论可以在文献[ 8] 中找到.

利用初等方法以及高斯取整函数的性质给出命

题的证明.首先用高斯取整函数将函数S(n , k)进行

简化 ,表示成更简单的形式.注意到|n-ki|≤n当

且仅当 -n ≤n -ki ≤n或者 0 ≤ i ≤
2n
k

,其中

[ x] 为高斯取整函数 ,即就是[ x] 表示不大于 x的最

大整数.于是函数 S(n , k)可表示为

S(n , k)= ∑
|n-ki|≤n
i=0 , 1 , 2 , …

(n -ik)=

∑

2n
k

i=0

(n -ki)=

n+n · 2n
k

-

k
2

2n
k

2n
k

+1 =

2n2

k
+n -n

2n
k

-

k
2

4n2

k
-
4n
k

2n
k

+

2n
k

2

+2n
k
-

2n
k

=

n
2n
k

- k
2

2n
k

2

- 2n
k

=

n
2n
k

+
k
8
-

k
2

2n
k

-
1
2

2

.(1)

其中{x}= x -[ x] 表示 x的分数部分 ,0 ≤{x}<1.

因为
2n
k

=
2n
k
,如果 k >2n.所以当 k >2n时

由(1)式有恒等式

S(n , k)=
2n2

k
-

k
2

4n
2

k
2 -2n

k
=n.

又由于 - k
2

2n
k

2

-
2n
k

≥0 ,所以注意到

0 ≤
2n
k

≤k -1
k

,根据(1)式可以推出当 k <2n时

有估计式

0 ≤S(n , k)≤n-
n
k
+

k
8
. (2)

由(2)式不难推出当 Re(s)>2 时 , Dirichlet 级数

Fk(s)=∑
∞

n=1

S(n , k)
n
s 绝对收敛 ,特别对 k =4 ,注意

到当 k|2n时有 S(n , k)=0;当 n为奇数时有

S(n ,4)=
n +1
2

;
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ζ(s)=∑
∞

n=1

1
n
s =∑

∞

n=1

1
(2n)

s +

∑
∞

n=1

1
(2n-1)

s =

1
2

sζ(s)+∑
∞

n=1

1
(2n -1)

s

或者∑
∞

n=1

1
(2n -1)

s = 1 -
1
2s

ζ(s),

所以有恒等式

F4(s)=∑
∞

n=1

S(n ,4)
n
s =∑

∞

n=1

S(2n ,4)
2
s
n

s +

∑
∞

n=1

S(2n-1 , 4)
(2n -1)

s =

∑
∞

n=1

S(2n-1 , 4)
(2n -1)

s =

∑
∞

n=1

n
(2n -1)

s =

1
2 ∑

∞

n=1

1
(2n-1)

s-1 +

1
2 ∑

∞

n=1

1
(2n-1)

s =

1
2

1- 1
2 s-1 ζ(s-1)+

1
2

1-
1
2s

ζ(s). (3)

其中ζ(s)为 Riemann zeta-函数.于是证明了命题

1.

现在证明命题 3.类似地可以推出命题 2.当

Re(s)>3时 ,由(1)式有

∑
∞

n=1

S(n2 ,16)
n

s =

∑
∞

n=1

n
2 n

2

8
-16

2
n
2

8

2

- n
2

8

n
s =

∑
∞

n=1

(2n -1)2

2
2s-2(2n -1)s-2 -

∑
∞

n=1

8 (2n -1)
2

2

2

- (2n -1)
2

2
2 s(2n -1)s +

∑
∞

n=1

(2n-1)
2

8
(2n -1)s-2

-

∑
∞

n=1

8
(2n -1)2

8

2

-
(2n -1)2

8
(2n -1)

s =

1
8
+

1
2s-1 ∑

∞

n=1

1
(2n -1)

s-2 +

7
8
+ 1

2s-1 ∑
∞

n=1

1
(2n -1)s =

1
8
+

1
2s-1

1 -
1
2s-2 ζ(s-2)+

7
8
+ 1

2s-1
1 -1

2s
ζ(s).

于是完成了命题 3的证明.

当 k =6时 ,注意到当 3不整除 n时 ,有 n
2 ≡

1 mod 3 ,所以
n
2

3 =
1
3
.当3整除 n时有

n
2

3 =0 ,

所以由(1)式有

∑
∞

n=1

S(n
2
,6)

n
s =

∑
∞

n=1

n
2 n

2

3
- 6

2

n
2

3

2

-
n
2

3
n

s =

∑
∞

n=1

(3n -1)2

3
(3n -1)

s-2 -

3 ∑
∞

n=1

(3n-1)2

3

2

-
(3n-1)2

3
(3n -1)s +

∑
∞

n=1

(3n -2)
2

3
(3n -2)s-2 -

3 ∑
∞

n=1

(3n-2)
2

3

2

-
(3n-2)

2

3
(3n -2)s =

1
3 ∑

∞

n=1

1
n
s-2 -

1
3s-2 ∑

∞

n=1

1
n
s-2 +

2
3 ∑

∞

n=1

1
n

s -
1
3
s ∑

∞

n=1

1
n
s =

1
3

1 -
1
3s-2

ζ(s -2)+ 2
3

1-
1
3s

ζ(s).

于是证明了命题 4.

为证明命题5 ,注意到对任意素数 p ≥3以及正

整数n且(n , p)=1 ,由著名的Euler(或 Fermat)定

理知 n
p-1

≡1mod p.于是有
2n

p-1

p
=

2
p
.由公式

(1)得

∑
∞

n=1

S n
p-1

, p
n

s =

　∑
∞

n=1

n
p-1 2np-1

p
-p

2

2np-1

p

2

-
2np-1

p

n
s =

　 2
p ∑

∞

n=1
(n, p)=1

1
n
s-p+1 + 1- 2

p ∑
∞

n=1
(n , p)=1

1
n
s .
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由于 ∑
∞

n=1
(n , p)=1

1
n

s = 1 -1
p

s ζ(s),由上式可以推出恒等

式

∑
∞

n=1

S n
p-1

,p
n

s = 2
p

1 - 1
p
s-p+1 ζ(s-p+1)+

　　 1-
2
p

1 -
1
p

s ζ(s).

于是完成了所有命题的证明.

本文研究了函数 S(n , k)的算术性质以及一类

包含S(n , k)的Dirichlet级数的计算问题 ,并对某些

特殊的正整数 k >1 ,给出该级数的几个具体的计算

公式.这些结果在离散和连续之间架起了桥梁 , 将

Smarandache 和函数这一离散问题和著 名的

Riemann ze ta-函数紧密联系起来.
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5　结语

本文证明了在任意偏序集中 Birkhof f-Frink 的

网的序收敛和 Erné-Gatzke的滤子的强序收敛相互

协调 ,Wolk 网的序收敛和 Erné-Gatzke的滤子的序

收敛相互协调.如果偏序集是一个格 ,则这两种序收

敛导出的拓扑一致.引入了序收敛格的定义 ,证明了

序收敛格导出的序拓扑是一个 Hausdo rff 的正则空

间 ,序收敛格的有限积是序收敛格 ,由全体序收敛的

完备格构成的偏序集范畴的满子范畴是笛卡儿闭

的.文中的结论对研究偏序集上的其他内蕴拓扑有

一定的意义.
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