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两个 复合函数的混合均值公式
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摘 要 对任意正整数 , 函数 、 定义为 ,

“ 时,若它的标准分解式是 “一 了' 护 … 黔 , 一摺黔 · , ·勿 ,一

·二 乞
· , 。 ·儿 ,二 , 二·二 研究了这两 函数

司 与 爪 的值分布 ,并用初等方法及素数分布定理得到了几个较强的渐近公

式
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引言及结论

对任意正整数 。, 。 、 函数定义为 当 且

夕护 护… 黔为 。的标准素因子分解式时

一搜怒 · , · ,一 。二 , ·

一理琴闷 · , · ,一 二 , ·

这两个数列的前几项分别为 , , , , , , , , , , , , , , , , , , … , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , …

关于函数 , 司的性质 ,文献 【一」进行了研究 ,获得了许多有趣的结果 文献 圆中

研究了 的值分布性质 ,并证明了 艺
几

工, 戈, 一竺` 止 门
日、 月护 , 、 石 、 产
` ` ` 一工 、 七 公

本文用初等方法 ,结合素数函数 的解析性质 ,研究了 及 饥 的均值分布性

质 ,并给出了几个有趣的渐近公式 ,即就是证明以下结论

定理 设 是给定任意正整数 ,对于任意实数 ,有下面的渐近公式

里 、、飞 、 , 卫 兰一一
介州 ' ` 升丫 乞 、 十五
了`、 、 汤 丢 二

其中人 一̀ , “,“,… ,哟,是可计算常数且 一撼
定理 设 , 。是给定任意正整数 ,对于任意整数 ,有下面的渐近公式

止二 。 , , 二 、、 ' 几飞 一止匕一 、 、 `二生 二一一
全经 ` ' 于洲 侣 叶止
了̀ , 、 否 乞二二
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其中 `乞二 , , … ,的是可计算常数

特别的当 时 ,我们有

推论 对于任意整数 ,有下面的渐近公式
。 ,

耳 '几一言耳六 。萨五
几 `、 工 乞二二

其中 `乞二 , , , … 是可计算常数

定理 的证明

对于任意的 全 ,把区间 , 的所有正整数 分成如下四个部分

是 , 中 恰好有一个素因子 满足 呷 杯 使得二的所有素因子 满足

抓 的集合 是 , 中 有一个素因子 满足 。沪 狮 的整数 。的集
合 是 , 中 有两个素因子 , 满足 呷 , 杯 的 、 及 。两

两互素的整数 的集合 是 , 中满足所有的素因子 ,满足 三杯 的整数 。的集合

由 、 、 及 的定义 ,显然有

艺 一艺 艺 艺 艺 。
几三二 。〔 。〔 。〔 。 〔

下面我们逐一计算

当 。 〔 时 , 。 且 的所有素因子 满足 杯 , 故有 抓 兰 ,

三杯

由 求和公式以及素数分布定理

城 一艺卜

参阅文献 中第三章定理

冤 , 咬 · ,

` “ 云 ' 、 七 ,
二或 一 '一'一

其中 ` `二 , , , … ,

艺
几任

为可计算的常数且

一艺 一艺
三工

侧王

, ·并注意到以 二誓可得
,一艺 艺 ,

。丛了王赤 丛 三景

一篡 轰·轰一关' ·̀, , ,一流
护 一 , 护 、
, 一 一二十 , 二尸

“叮澎牙廿 ` 素̀ ` “̀ 下̀“

丝分兰生子̀上台 ' 台 艺赤 六
、厅

, 、了 飞 , 一 、 饭吸了尸乙

不 ' 么 份卜于` 代 二

其中 认“ , , … , 表示与 。有关的可计算常数 ,

当 。任 时 ,此时有 杯 。则有

心 是 形 函数

二 , 为素数 ,从而有

艺 一艺 一 艺 ,三 艺 艺
, `析 析 探̀
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艺 、厚·桑 《涤二三析 , '̀ “ 工 而

当 。 〔 时 ,此时有 二 , 杯 ,如果 析 这属于

情况 ,如果 。 杯 这属于 的情况 ,则有州 ,从而有

艺 。一艺 一 艺 艺 尹

艺概
几任 几〔

《 艺

夕刀二公
守王 , 训王

刀

艺 艺
褪 振 祈 , , 执 众忐丁

艺
。`振 、 探

呷 命
《 艺
二`振 、 裸

二 圣

《 艺
二压令王

劣

溉 一述盖岔三厂三厂

蔽 苗

当 〔 时 ,此时夕兰杯 及 至 , 兰杯 可类似的得到

艺 《艺舫 。《 翔二
几任 几

结合 、 、 、 我们立即得到
、

一兰一
、 , 十 ,

山一护

少一护了一
艺 一 ,艺

其中 人。二 , , , … ,句 ,是可计算常数且

定理 的证明

对于任意的 全 , 片 烤 , …衅 为 的标准素因子分解式把区间 , 的所有正

整数 分成如下两个部分

以 ,即就是说所有的 三 的正整数 ,其中 是素数 , 是任意正整数

试 全 ,其中叫 表示 的不同素因数个数

由 和 的定义我们有

艺 一 艺 艺
。三二 , 任 任

下面分类计算 当 〔 时 ,此时可设 ,则

艺 饥一艺 ' 艺 “一艺 ,爪 艺
,我们有

。丛公
口

。
一 一

艺 ·,
告

由素数分布定理及 恒等式得

艺尹
一万··̀,一 ·,一万一̀·̀,无 ,工
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州、艺

一称丁阱艺̀今苏 、

工
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艺 艺 ·尹 《 艺
。 二 , 尘

一 一 尹乏

。 二

艺 。爪厂
三了牙

《

结合 、 、和 式可得

艺

艺 ·而 ” 《 二宁 , 一
兰 二

办

万

三 ,`

口云

〔 云
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甲

,

牛 上匕一一一 、
一 、 十 ,

且二二 汤

当 〔刀时 ,此时可设 · , 呷 口,且 。 ,从而有

艺 ' 二 “ '一艺 ·川爪《 艺 艺 '”
任

工〔 。 工

一 一

艺
。 , 丛六

《 艺
一 一 刀

艺 艺 ' ·”
命 兰六

一 , , 《
“

艺 艺 尹兰尹 ·̀ ' `
。

兰 合

结合

其中

和 我们立即得到
工

`乞 , , ,一 是常数 ,

,, , 气 币 `幻
” 己十 艺 念

” 飞十些 、

石砰 写 ,
云
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