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两个关于 k阶 Smarandache ceil函数的方程
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［摘 要］ 利用初等方法研究了包含 k阶 Smarandache ceil函数 Sk ( n) 、伪 Smarandache 无平
方因子函数 Zw ( n) 以及伪 Smarandache函数 Z( n) 的两个方程的可解性，给出了它们所有解
的具体形式。
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设 k≥2 为给定的整数。对任意正整数 n，k阶 Smarandache ceil函数 Sk ( n) 定义为:
Sk ( n) = min{ x: x∈ N* ，n | xk}，

其中 N* 为正整数。例如 k = 2 时，S2 ( n) 的前几个值为:
S2 ( 1) = 1，S2 ( 2) = 2，S2 ( 3) = 3，S2 ( 4) = 2，S2 ( 5) = 5，S2 ( 6) = 6，S2 ( 7) = 7，

S2 ( 8) = 4，S2 ( 9) = 3，S2 ( 10) = 10，S2 ( 11) = 11，S2 ( 12) = 6，…。
伪 Smarandache无平方因子函数 Zw ( n) 定义为最小的正整数 m使得 n |mn，即

Zw ( n) = min{ m: m∈ N* ，n | mn}。

函数 Sk ( n) 和 Zw ( n) 是 Smarandache［1］教授首先引入，关于它们有不少学者进行了研究，得到了一
些有趣的结论［2-7］。其中部分结果为: 当 n = pα11 pα22 …pαrr 为 n的标准因子分解式时，

Sk ( n) = pβ11 pβ22 …pβrr ， βi = αi + k － 1[ ]k
， i = 1，2，…，r，

其中:［x］表示不超过 x的最大整数; Zw ( n) = p1p2…pr。
伪 Smarandache 函数 Z( n) 是 David Gorski［8］引进的，Z( n) 定义为最小的正整数 m 使得

n m( m + 1)
2

，即

Z( n) = min m: n m( m + 1)
2

，m∈ N{ }* 。

同时他还研究了Z( n) 的基本性质，其中部分结果为:
( 1) p为奇素数时，对任意的正整数 α有 Z( pα ) = pα － 1;
( 2) 对任意的正整数 k有 Z( 2k ) = 2k + 1 － 1。
本文在《初等数论》［9］的基础上研究了方程 Sk ( n) + Zw ( n) = 2n和 Z( n) = S2 ( n) 的可解性，并给出

了它们所有解的具体形式。
定理 1 方程 Sk ( n) + Zw ( n) = 2n有且仅有 n = 1，p1p2…pr 两种形式的正整数解，其中 pi ( i = 1，2，

…，r) 为不同的素数。



证明 当 n = 1 时，Sk ( n) + Zw ( n) = 2 成立。

设 n = pα11 pα22 …pαrr ＞ 1 为 n的标准因子分解式。
当 αi = 1( i = 1，2，…，r) 时

Sk ( n) = p1p2…pr， Zw ( n) = p1p2…pr，
所以 Sk ( n) + Zw ( n) = 2n成立。

当 αi 不全为 1 时 Zw ( n) = p1p2…pr，Sk ( n) = pβ11 pβ22 …pβrr ，其中

1 ≤ βi = αi + k － 1[ ]k
≤ αi， i = 1，2，…，r，

所以
Sk ( n) + Zw ( n) = pβ11 pβ22 …pβrr + p1p2…pr ＜ 2pα11 pα22 …pαrr ，

所以此时方程无正整数解。于是完成了定理 1 的证明。
定理 2 方程 Z( n) = S2 ( n) 有且仅有一个正整数解 n = 1。
证明 当 n = 1 时，Z( n) = S2 ( n) = 1 成立。

当 n = pα，p为奇素数时，Z( n) = pα － 1 为偶数，但 S2 ( n) = p［
α + 2 － 1

2 ］为奇数，所以此时方程无正整数
解。

当 n = 2α，α为任意的正整数时，Z( n) = 2α + 1 － 1 为奇数，但 S2 ( n) = 2
［α + 2 － 1

2 ］为偶数，所以此时方程
无正整数解。

若 n = pα11 pα22 …pαrr ＞ 1 为 n 的标准因子分解式。如果 Z( n) = S2 ( n) 有正整数解，不妨假设 Z( n) =
S2 ( n) =m，所以

m = pβ11 pβ22 …pβrr ， βi = αi + 2 － 1[ ]2
， i = 1，2，…，r。

由 Z( n) 的定义可知

pα11 pα22 …pαrr
pβ11 pβ22 …pβrr ( pβ11 pβ22 …pβrr + 1)

2
。

即
pα11 pα22 …pαrr | pβ11 pβ22 …pβrr ( pβ11 pβ22 …pβrr + 1) ，

当 αi = 1 时 βi = 1，则 S2 ( n) = n，但 Z( n) ＜ n，所以此时方程无正整数解。
当 αi 均为偶数时

pα11 pα22 …pαrr | pα11 pα22 …pαrr + pα1 /21 pα2 /22 …pαr /2r ，
这与

pα11 pα22 …pαrr pα1
/2

1 pα2 /22 …pαr /2r

矛盾，所以此时方程无正整数解。
当 αi 不全为 1 且均为奇数时

pα11 pα22 …pαrr | pα1+11 pα2+12 …pαr+1r + p ( α1+1) /21 p ( α2+1) /22 …p ( αr+1) /2r ，
这与

pα11 pα22 …pαrr p
( α1+1) /2
1 p ( α2+1) /22 …p ( αr+1) /2r

矛盾，所以此时方程无正整数解。
当 αi 既有奇数又有偶数时，不妨设前 i项为奇数项，后 r － i项为偶数项，则有

pα11 pα22 …pαrr | pα1+11 …pαr+1r pαi+1i +1 …pαrr + p ( α1+1) /21 …p ( αi +1) /2i p ( αi+1) /2i +1 …pαr /2r ，
这与

pα11 pα22 …pαrr p
( α1+1) /2
1 …p ( αi +1) /2i p ( αi+1) /2i +1 …pαr /2r

矛盾，所以此时方程无正整数解。于是完成了定理 2 的证明。
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