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伪 Smarandache 无平方因子函数与
欧拉函数的混合均值

王曦浛，高 丽，李国蓉，薛 阳

( 延安大学 数学与计算机科学学院，陕西 延安 716000)

摘 要: 通过运用初等和解析的方法讨论了伪 Smarandache 无平方因子函数 Zw ( n) 与欧拉函数

φ( n) 的混合均值，并给出了一个有趣的渐近公式。
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1 引言及结论

对任意的正整数 n，著名的伪 Smarandache 无平

方因子函数 Zw ( n) ［1］被定义为能够使得 n |mn 成立

的最小的正整数 m，即 Zw ( n) = min{ m: n |mn，m∈
N}。目前已有不少学者对函数 Zw ( n) 的初等性质

进行了研究，并获得了一系列有理论价值的研究成

果。例如: 文献［2］研究了 Zw ( n) 的均值问题，并给

出了较强的渐近公式:


n≤x

( Zw ( n) ) α = ζ( α +1) xα +1

ζ( 2) ( α +1)
 (p

1 － 1
pα( p +1 ))

+ (O xα + 1
2 + )ε 。

文献［3］研究了关于伪 Smarandache 无平方因

子函数的混合均值问题，并给出了较强的渐近公式:


n≤x

V( n) Zw ( n) = x3
3 

k

i = 1

ai

1ni x
+ (O x3

1nk + 1 )x
，其中

ai ( i = 1，2，…，k) 为可计算的常数。
欧拉函数被定义为与 n 互素且不超过 n 的正整

数个数。此函数的应用广泛，通常被应用到其它函

数的复合运算中。当 n 是素数时，有 φ( n) = n － 1;

当 n = pα11 pα22 …pαnn 时，φ( n) =
p | n
pαi － 1i ( pi － 1) 。特别

对于素数方幂 n = pk，k∈N 时，有 φ( pk ) = pk － 1 ( p －
1) 。文献［4］讨论了数论函数 U ( n) ，V ( n) 和欧拉

函数 φ( n) 的均值分布性质，并分别给出了两个渐

近公式:


n≤x
φ( nk ) U( n) = xk + 2

k + 2 (p
1 － 2

p( p + 1 ))

+ (O xk + 3
2 + )ε ;


n≤x
φ( nk ) V( n) = xk + 2

k + 2 (p
1 － 1

p )3

+ (O xk + 3
2 + )ε 。

文献［5］研究了 Smarandache Ceil 函数 Sk ( n) 与

欧拉函数 φ( n) 的均值分布性质，并给出一个较强

的渐近公式:


n≤x
φm ( Sk ( n) ) = 6ζ( m + 1) ζ( k( m + 1) －m)

π2 ( m + 1)
·

Ｒ( m + 1) xm + 1 + (O xk + 1
2 + )ε 。

本文主要在上述文献的基础上，利用初等和解析

方法研究了伪 Smarandache 无平方因子函数 Zw ( n)

和欧拉函数 φ ( n) 的混合均值问题，并得到一个较

强的渐近公式。
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定理: 对任意的实数 x≥1，m∈N 有


n≤x
φ( nm ) ·Zw ( n) = 6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p

+ (O xm + 1
2 + )ε ，

其中 ε 是任意正实数。

2 相关引理

引理 2. 1［6］ 对任意素数 p 和正整数 k，有

Zw ( pk ) = p。

引理 2. 2［7］ Perron 公式: 设 f( s) = 
∞

n = 1

an

ns ，当 σ

＞ 1 时绝对收敛，| an |≤A ( n) ，其中 A ( n) ＞ 0 是 n

的单调递增函数，且当 σ→1 + 时，


∞

n = 1
| an | n

－ σ = O( ( σ － 1) － α ) ，α ＞ 0。

因此对任意函数 b0≥b≥1，T≥1，x = N + 1
2 ，有

公式


n≤x

an =
1
2πi

b + iT
b － iT f( s)

xs

s ds (+ xb

T( b － 1) )α

+ (O xA( 2x) logx )T ，

其中 O 常数仅依赖于 b0。

3 定理的证明

f( s) =
∞

n = 1

φ( nm ) ·Zw ( n)

ns ，

依据 Euler 乘积公式［8］可得

f( s) = (p
1 +

φ( pm ) Zw ( p)

ps +
φ( p2m ) Zw ( p2 )

p2s
+

… +
φ( pkm ) Zw ( pk )

pks + )…
= (p

1 + pm － 1 ( p － 1) p
ps + p2m － 1 ( p － 1) p

p2s
+… +

pkm － 1 ( p － 1) p
pks + )…

=





p
1 +

1
ps － m ( p － 1)

1 － 1
ps －




m

= ζ( s －m)  (p
1 － 1

ps － m + 1
ps － m ( p － 1 ))

= ζ2 ( s －m)
ζ( 2( s －m) )

 (p
1 + ( p － 3)

1 + ps － )m 。

其中 ζ( s) 为 Ｒiemann Zeta 函数。

于是应用 Perron 公式［7］，并取 b =m + 3
2 + ε

可得


n≤x
φ( nm ) ·Zw ( n) = 1

2πi
m + 3

2 + ε + iT
m + 3

2 + ε － iT f( s) ·
xs

s ds

+ (O xm + 3
2 + ε

)T 。

将上式中的积分限移至 Ｒes = m + 1
2 + ε，此时

被积函数
ζ2 ( s －m)

ζ( 2( s －m) )
 (p

1 + ( p － 3)
1 + Ps － )m

xs

s 在 s = m

+ 1 处有一阶极点，留数为

6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p 。

根据留数定理可得

1
2π (i 

m + 3
2 + ε + iT

m + 3
2 + ε － iT

+ 
m + 1

2 + ε + iT

m + 3
2 + ε + iT

+ 
m + 1

2 + ε － iT

m + 1
2 + ε + iT

+


m + 3

2 + ε － iT

m + 1
2 + ε － )iT

f( s) · xs

s ds =
6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p 。

此时取 T = x 易得

1
2πi

m + 1
2 + ε + iT

m + 3
2 + ε + iT

f( s) · xs

s ds 
xm + 3

2 + ε

T

= xm + 1
2 + ε，

1
2πi

m + 1
2 + ε － iT

m + 1
2 + ε + iT

f( s) · xs

s ds 
xm + 3

2 + ε

T

= xm + 1
2 + ε，

1
2πi

m + 3
2 + ε － iT

m + 1
2 + ε － iT

f( s) · xs

s ds 
xm + 3

2 + ε

T

= xm + 1
2 + ε。

综上可知
n≤x
φ( nm ) ·Zw ( n) =

6xm + 1

π2 ( m + 1)
 (p

1 + p － 3
1 + )p + (O xm + 1

2 + )ε ，证毕。
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Abstract: By using recursive sequence and some properties of the solution to Pell equation，the following were
proved: If D = 2n ( n∈Z + ) ，the system Diophantine equations x2 － 12y2 = 1 and y2 － Dz2 = 4 has only trivial solution
( x，y，z) = ( ± 7，± 2，0) ．
Key words: Pell equation; Diophantine equation; common solution;

欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂欂
recursive sequence

( 上接第 9 页)

［4］王荣波，冯 强． 关于两个可乘数论函数的混合均值分布

［J］． 河南科学，2015，33( 7) : 1067 － 1071．
［5］祁 兰，赵院娥． 关于 Smarandache Ceil 函数的一个混合均

值［J］． 甘肃科学学报，2014，26( 3) : 12 － 13．
［6］Felice Ｒusso． A set of new Smarandache functions，se-

quences and conjectures in number theory［M］． Lupton

USA，American Ｒesearch Press，2000．
［7］潘承洞，潘承彪． 解析数论基础［M］． 北京: 科学出版社，

1991．
［8］Tom M Apostol． Introduction to analytic number theory［M］．

New York: Spring － Verlag，1976．

［责任编辑 毕 伟］

The Hybrid Mean Value of the Pseudo-Smarandache Squarefree
Function and Euler Function

WANG Xi-han，GAO LI，LI Guo-rong，XUE YANG
( College of Mathematics and Computer Science，Yan'an University，Yan'an 716000，China)

Abstract: This paper was used the elementary and analytic method to study the hybrid mean value problem invoving
the pseudo-Smarandache squarefree function and Euler function，and give an interesting asymptotic formula for it．
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