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摘　要: 设 m≥ 2为给定的整数 ,n为任意正整数 .本文的主要目的是利用初等方法研

究著名的 F. Sma randache函数 S(m
n
)当n→∞时的渐近性质 ,并给出一个较强的渐近

公式 .
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1　引言及结论

　　对于任意正整数 n ,著名的 F. Smarandache函数 S(n )定义为最小的正整数 m使得 n|m! .

即就是 S (n ) = min{m∶m∈ N,n|m! }参见文 [1-2].从 S(n )的定义 ,我们很容易推断出如果

n = p
T

1
1 p

T
2

2… p
T
k

k 是 n的标准素因数分解式 ,那么

S(n ) = max
1≤ i≤ k

{S( p
T
i

i
) } ( 1)

例如: S ( 1) = 1, S ( 2) = 2, S ( 3) = 3, S( 4) = 4, S( 5) = 5, S ( 6) = 3, S ( 7) = 7, S ( 8) = 4, S ( 9)

= 6, S ( 10) = 5,… .关于 S (n )的算术性质 ,有不少学者进行过研究 ,获得了不少有重要理论价

值的研究成果 .例如 , Far ris M ark和 Mitchell Pat rick在文 [3 ]中研究了 F. Smarandache函数

的有界性问题 ,得出了函数 S( pT)的上下界估计 .即就是证明了

( p - 1)T+ 1≤ S ( p
T
)≤ (p - 1) [T+ 1+ log

T
p ]+ 1

王永兴教授在文 [4 ]中研究了 S(n )的均值性质 ,给出了该函数均值的一个较强的渐近公式

∑
n≤ x

S (n) =
π2

12
x

2

ln x
+ O

x
2

ln2
x

Lu Yaming
[5 ]
研究了一个包含 S (n )的方程的可解性问题 ,证明了对任意正整数 k≥ 2,方程

S(m1 + m2 + … + mk ) = S (m 1 ) + S (m2 ) + … + S (mk )

有无穷多组正整数解 (m1 ,m2 ,… ,mk ) .

Jozsef Sando r[ 6]进一步证实了对任意正整数 k≥ 2,存在无限多组正整数 (m1 ,m2 ,… ,mk )
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S(m1 + m2 + … + mk ) > S (m 1 ) + S (m2 ) + … + S (mk )

同样又存在无限多组正整数 (m 1 ,m2 ,… ,mk )使得

S(m1 + m2 + … + mk ) < S (m 1 ) + S (m2 ) + … + S (mk )

另一方面 ,对任意正整数 n,我们定义幂 p的原数函数 Sp (n)为最小的正整数 m ,使得

p
n
|m! .即就是

Sp (n ) = min{m∶m∈ N ,p
n
|m! }

其中 p为素数 .例如: S3 ( 1) = 3, S3 ( 2) = 6, S3 ( 3) = S3 ( 4) = 9,… .在文 [1]的第 49个问题中 ,

罗马尼亚著名数论专家 F. Sma randache教授建议我们研究序列 {Sp (n ) }的性质 .关于这个问

题 ,张文鹏教授和刘端森教授在文 [7 ]中研究了序列 {Sp (n ) }的渐近性质 ,并得到了一个有趣

的渐近公式 ,也就是对于任意给定的素数 p和任意正整数 n,他们证明了

Sp (n) = ( p - 1)n + O
p

ln p
ln n ( 2)

徐哲峰博士 [8 ]中研究了 RiemannY-函数与序列 {Sp (n) }之间的关系 ,给出了一个包含数

列 Sp (n )的无穷级数的一个有趣的恒等式 .即就是证明了对任意素数 p和 Re s > 1的复数 s ,

我们有恒等式

∑
∞

n= 1

1
S
s
p (n )

=
Y(s )
p
s

- 1

这里Y(s )为 RiemannY-函数 .

同时 ,徐哲峰
[8 ]
还证明了对于任意实数 x≥ 1有渐近公式

∑
∞

n= 1
S
p

(n )≤ x

1
Sp (n )

=
1

p - 1
ln x + V+

p ln p
p - 1

+ O (x -
1
2
+ X)

这里V是 Euler常数 ,X表示任意给定的正数 .

显然函数 Sp (n )和 S(n )密切相关 .事实上从它们的定义及其性质不难看出

S( pn ) = Sp (n) ( 3)

因此通过 Sp (n)的惭近性质我们可以研究 S (m
n
)的渐近性质 .在这篇文章中我们正是利

用这一关系研究了函数 S (m
n
)的渐近性质 ,得到了一个较强的渐近公式 .即就是利用初等方法

以及文 [7 ]中的结果证明下面的:

定理　设 m > 1为给定的正整数且标准分解式为 m = p
T1

1 p
T2

2… p
Tk
k .则对任意正整数 n ,我

们有渐近公式

S (m
n
) = ( p - 1)Tn+ O

m
ln m

ln n

其中 (p - 1)T= max
1≤ i≤ k

{ ( pi - 1)Ti } .

由此定理我们立刻得到下面的:

推论　设 m > 1为给定的正整数且标准分解式为 m = p
T

1

1 p
T

2

2… p
T
k

k ,那么我们有极限式

lim
n→∞

S (mn )
n

= ( p - 1)T

其中 (p - 1)T= max
1≤ i≤ k

{ ( p
i
- 1)Ti } .
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2　定理的证明

在这一部分 ,我们来完成定理的证明 .为了方便起见我们设 m = p
T1

1 p
T2

2… p
Tk
k 是 m的标准素

因数分解式 ,则 m
n = p

T
1
n

1
p
T

2
n

2
… p

T
k
n

k
.那么由 ( 1)式有

S (m
n
) = S (p

T
1
n

1 p
T

2
n

2 … p
T
k
n

k ) = max
1≤ i≤ k

{S( p
T
i
n

i ) } ( 4)

从 Sp (n )与 S (n )的关系式 ( 3)我们可得

S (p
T
i
n

i
) = Sp

i
(Tin )

所以此时我们将研究函数 S ( pn )的渐近性问题就可以转化为研究函数 Sp (n )的渐近性问题 .

由上式及渐近式 ( 2)我们立刻得到

S( p
T
i
n

i ) = Sp
i
(Tin ) = (pi - 1)Tin + O

pi

ln pi

ln(nTi ) ( 5)

不失一般性我们可假定

S ( pTn ) = max
1≤ i≤ k

{S ( p
T
i
n

i ) } = max
1≤ i≤ k

{Sp
i
(Tin) } ( 6)

显然由渐近式 ( 5)不难看出对充分大的正整数 n,当 (p i - 1)Ti 最大时 , Sp
i
(Tin )最大 ,因而

S ( p
T
i
n

i )最大 .因此注意到误差项

O
pi

ln pi

ln(nTi ) = O
m

ln m
ln n )

由 ( 4) , ( 5)及 ( 6)式立刻得到

S (mn ) = S ( pTn ) = Sp (nT) = ( p - 1)Tn+ O
p

ln p
ln(Tn) = ( p - 1)Tn+ O

m
ln m

ln n)

其中 (p - 1)T= max
1≤ i≤ n

{ ( pi - 1)Ti ) } ,于是完成了定理的证明 .
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