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摘要
: V n 任 +N

,

著名的 F
.

S m a r a n d a e h e 函数 S ( n ) 定义为最小的正整数 m 使得
n

I m !
,

即就是

S ( n ) = m i n {m
: n

I m !
,

m 任 N }
.

利用初等方法研究一类包含 S ( n ) 与 D i r i e h l e t 除数函数 d ( n ) 的

混合均值 问题
,

并给出一个较 强的渐近公式
.
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o 引言及结论

V n 任 +N
,

定义函数 S ( n ) 为最小的正整数 m 使得
n

}m !
,

即就是 S ( n ) = m i n {m
: n

l m !
,

m e N }
.

这

一函数是美籍罗马尼亚著名数论专家 F
.

Sm ar an d ac h e
教授在文献「l] 中提出的

,

并建议人们研究它的各

种性质
.

从 S (n ) 的定义
,

很容易推断出如果
n ~ 川

`
P护

二 P争是
n
的标准素因数分解式

,

那么

S (
n ) 一 廷彗{ S ( p , ) }

·

( 1 )

例如 S ( 1 ) = l
,

S ( 2 ) = 2
,

S ( 3 ) 二 3
,

S ( 4 ) 一 4
,

S ( 5 ) = 5
,

S ( 6 ) = 3
,

S ( 7 ) = 7
,

S ( 8 ) = 4
,
S ( 9 ) = 6

,

S ( 1 0 )

一 5
,

·

…… 关于 S ( )n 的算术性质
,

有许多学者进行过研究
,

获得了不少有重要理论价值的研究成果
.

例

如
,
F a r r i s M a r k 和 M i t e

h
e l l P a t r i e k 在文献 [ 2 ] 中研究了 F

.

Sm a r a n d a e
h

e 函数的有界性问题
,

得出了函数

S (扩 ) 的上下界估计
.

即就是证明了

( P 一 1 ) a + 1簇 S ( p
“

) 镇 ( p 一 1 ) [
。 + 1 + 10 9 , 。

〕
一

卜 1
.

W an g Y o
gn ix gn 在文献 [ 3」中研究了 (S n) 的均值性质

,

给出了该函数均值的一个渐近公式

馨
S ( n , 一

轰盖
十 。

(橇 .)
文献 [ 4〕研究了 S ( n) 的值分布问题

,

获得 了下面更深刻的结果
:

设 尸 ( )n 表示
n
的最大素因子

,

V x 任 R
, x > 1

,

有渐近公式

艺 ( S (
n
) 一 p ( n ) ) 2 一 29( 3 / 2 ) x

3 ` ,

3 In x

+ o r黑 、
,

\
1 l l x /

其中 夸(
s
) 表示 R i e m a n n z e t a 一 函数

·

此外
,

文献 [ 5〕研究了一个包含 S ( )n 的方程的可解性
,

证明了 V k 任 N十
,

k ) 2
,

方程 (S m
,
+ m : + …

十 m 。
) 一 S ( m

;

) 十 S ( m
: ) + … + S ( m

* ) 有无穷多组正整数解 ( m
: ,

m : ,

…
,

m
;

)
.

随后
,

有人对文献「5」作了推广和延伸
,

如文献 [ 6〕进一步证实 V k 任 凡
,

k 妻 2
,

存在无限多组正整数

( m
l ,

m : ,

…
,

m 。
) 满足不等式
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S (m
l

+ m :
+ …+ m*) > S (m

l

) 十 S (m Z
) + … 十 S (m。)

.

同样又存在无限多组正整数 (ml,
m : ,

…
,
m 。 ) 使得

S ( m
:

+ m Z
+ … + m * ) < S ( m

l
) + S ( m Z

) + … + S ( m 。 )
.

文献 [ 7〕还证明了更强的结论
:

即就是如果 k
,

m 任 N十
,

满足下面 3 个条件之一

( l ) k > 2 和 m ) 1 均为奇数 ;

(2 ) k ) 5 为奇数
,
m ) 2 为偶数 ;

(3 ) 任意偶数 k 妻 4 和 V m 任 +N
.

那么方程 m
·

S ( m : 十 m :
+ … 十 m 。 ) 一 S ( m

l

) + S ( m Z ) 十 … + S (m * ) 有无穷多组正整数解 ( m , ,

m : ,

“
’

,
m * )

.

同时文献〔7〕还提出
,

对 k
,

m 任 N +
及 m ) 2

,

是否存在无限多组正整数 ( m
; ,

m : ,

…
,
m * ) 满足方程

S (机 ;
+ m : 十 … + m 。 ) = m

·

( S ( m
l

) 十 S ( m Z ) + … 十 S (m * ) )
.

本文研究一个包含 F
.

S m
a r a n d

a e
h

e 函数 S ( n ) 与 D i r i e h l e t 除数函数 d ( n ) 的混合均值问题
,

并给出一

个较强的渐近公式
.

具体地说也就是证明下面的

定理 1 设 k ) 2 为给定的整数
.

则 x > 1
, x 任 R

,

有渐近公式

又 S ( n )
.

己(n ) 一其
.

其十
女

氰 的 Ixn 篙

c i .
x Z

I
n ` x

+ o (
;一

尝
- 、

,

、 l扩
’ 一

之 /

其中 d ( n ) 为 D i r i e h l
e t 除数函数

,

即就是
n

计算的常数
.

2 定理 1 的证明

事实上在和式

的所有正因数的个数 d ( n) 一 艺1
, c `

i( = 2
,

3
, … ,

k) 为可
J I

,

云S ( n )
·

d ( n ) ( 2 )

中
,

将所有 1 镇
n
( x 分为两个集合 A 与 B

,

其中集合 A 包含所有那些满足存在素数 P 使得 P I
n 且 P >

而的正整数
n ;而集合 B 包含区间 [ 1

, x」中不属于集合 A 的那些正整数
.

于是利用性质 ( 1) 有

习S ( n )
·

d ( n ) 一 习 S ( n )
·

d ( n ) 一 名S (助 )
·

d (矽 ) 一
. 〔 A

户I
,

劝衣: p 禽
见2 ,

·

d ( n ) =

叻 《 工

” < p

设 斌 x) = 习 1
.

于是利用 A be l求和公式川 及素数定理

喊
x

习 2d( n) 习 .P ( 3 )
。
摇石

, < 户《 到
,

奋

南 , 一

答带
+ 。

(武
其中

。 `
( i = 1

,

2
,

…
,
k ) 为常数且

。 1 ~ 1
.

有

艺 p ~ 三
. <户《 刁

昆

/ x 、 , 、

尸
” , 、 」

_
.

7r `— 、一 n . 兀 、 刀夕一 ( 兀 ` y , u y 一
、 n / J n

扩
Zn Z lxn

盖

+ 习
亩= 2

a ` ·
x Z ·

In
` n

n Z ·

In
fx

十 O了二
\ n 沪

` x ( 4 )

犷一36
一一其中

ia 为可计算的常”
·

于” 注意”

叠赤
- 琴及曼

O 二二左

d ( n )
n 2

,

结合 ( 3) 及 ( 4) 式可得

习S (
n
)

·

d (
n
)
一其

.

又塑
+ 又交丛军月业 +o f层

, 、
`
叮

.

花元
n 一 ,

庵又高
n 一 ’ `n’ x 、 且11 工 ,

兰
.

兰 二 小些止三二二 、 二兰- 、
-

3 6 Ixn
’

台 In Zx
’
一气I

n+k ` x )
’ ( 5 )
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其中 b
`

为可计算的常数
.

现在讨论集合 B中的情况
,

由 ( 1) 式及集合 B 的定义知 V n 任 B
,

当
n
的标准分解式为

n 一 川
`
… P少时

,

有

S ( n
) = m a x

{ S ( P黔) } ( { a `
p

`

} 成而In n
.

( 6 )
1《 止蕊

r

n l a X

l镇 泛《
r

于是由 ( 6) 式有

艺S ( n
)

·

d (
n ) 镇 艺d ( n )

·

而
·

In n
镇 习d ( n )

·

而
·

I
n n
镇 x 。 / 2 In , x ,

月
( x

( 7 )
月 e 日

n〔 月

其中用到渐近公式艺d ( )n 一 x
·

ih x + 0 ( x)
.

由集合 A 及 B 的定义并结合 (2 ), (5 )及 (7 )
几
镇 x

s (
n )

·

以 ( n ) 二 名 s (
n
)

·

以 (
n ) + 艺 S (

n )

, , 、

_ 二`
扩

.

石 b
` ·

扩

。 0 1 l l x 仁万 I n 一

x

+ 。
(

式有

一兰
一 、

1~ 盛+ l ~ I

孟 l
习心

其中 b
*

i( 二 2
,

3
,

…
,

k) 为可计算的常数
,

于是完成了定理 1 的证明
.
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