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关于 F.Smarandache函数及其 k次补数
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摘要:目的　研究著名的 F.Smarandache函数 S(n)以及 n的 k次补函数 ak(n)的复合函数的值分

布问题 。方法　利用初等方法及解析方法 。结果　给出了复合函数 S(ak(n))与 n的最大素因子

函数 P(n)的均方差定理。结论　获得了一个较强的渐近公式 。

关　键　词:F.Smarandache函数;k次补数;均值分布定理。

中图分类号:O156.4　　文献标识码:A　　文章编号:1000-274Ⅹ (2007)06-0948-04

　　对任意正整数 n, 著名的 F.Smarandache函

数
[ 1]
S(n)定义为最小的正整数 m使得 n m!,即

S(n)=min{m:m∈ N, n m!}。从 S(n)的定义容

易推出 ,如果 n=p
α1
1 p

α2
2 …p

α1
r表示 n的标准分解式 ,

那么 S(n)=max
1≤i≤r
{S(p

α1
i)}。由此 , 也不难计算出

S(1)=1, S(2)=2, S(3)=3, S(4)=4, S(5)=

5, S(6)=3, S(7)=7, S(8)=4 , S(9)=6, S(10)

=5, S(11)=11 , S(12)=4, S(13)=13, S(14)=

7, S(15)=5, S(16)=6, …。关于 S(n)的算术性

质 ,许多学者也进行了研究 , 获得了不少有趣的结

果 。例如 WangYongxing研究了 S(n)的均值性

质
[ 2]
,并证明了渐近公式:

∑
n≤x
S(n)=π

2

12
x
2

lnx
+O x

2

ln
2
x
。

A.Ivic应用解析方法
[ 3]
证明了更一般的结论 ,

亦即对任意给定的正整数 r及 k,有渐近公式

∑
n≤x
S
r
(n)=x

r+1
· ∑

k

i=1

ar, i

ln
i
x
+O

x
r+1

ln
k+1
x
。

LuYaming研究了一类包含 S(n)方程的可解

性
[ 4]
,证明了该方程有无穷多组正整数解 ,即证明

了对任意正整数 k≥ 2,方程

S(m1 +m2 +… +mk)=S(m1)+S(m2)+…

+S(mk)

有无穷多组正整数解(m1 , m2 , …, mk)。

JozsefSandor进一步证明
[ 5]
对任意正整数 k≥

2,存在无穷多组正整数(m1 , m2 , … , mk),满足不等

式

S(m1 +m2 +… +mk)>S(m1)+S(m2)+…

+S(mk);

同时 ,又存在无穷多组正整数(m1 , m2 , …, mk),满足

不等式

S(m1 +m2 +… +mk)<S(m1)+S(m2)+…

+S(mk)。

此外 ,徐哲峰获得了有关 S(n)的一个深刻结

果
[ 6]
,即证明了渐近公式

∑
n≤x
(S(n)-P(n))

2
=

2ζ(
3
2
)x

3
2

3lnx
+O x

3
2

ln
2
x
。

其中 P(n)表示 n的最大素因子 , ζ(s)表示 Riemann

Zeta-函数 。

本文作为文献 [ 6] 的注释 ,获得了一个类似的

结果。为叙述方便 ,先引入 k次补的定义:设 k≥2为

任意给定的整数 ,则 n的 k次补数 ak(n)定义为最小

的正整数 m,使得乘积 m·n为完全 k次方幂 。有关这

一函数的研究工作也不少
[ 7-9]
,本文借助于文献 [ 6]

的思想主要研究了复合函数 S(ak(n))的值分布问

题 ,证明了下面的定理。

定理 1　设 k≥2是一个给定的整数。那么对任

意实数 x≥ 3 ,有渐近公式

∑
n≤x
(S(ak(n))-(k-1)P(n))

2
=
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2ζ(
3

2
)

3
·
x
3
2

lnx
+O

x
3
2

ln
2
x
+Ok

2
x
4
3

lnx
。

其中 ζ(s)表示 RiemannZeta-函数 。

定理 2　对任意实数 x≥ 3,有

∑
n≤x
(SM(ak(n))-(k-1)P(n))

2
=

2ζ(3
2
)

3
·
x
3
2

lnx
+O

x
3
2

ln
2
x
+Ok

2
x
4
3

lnx
。

其中函数 SM(n)定义为 SM(1)=1,当 n>1且 n

=p
a1
1 p
a2
2 …p

ar
r为 n的标准分解式时定义 SM(n)=

max
1≤i≤r
{aipi}。

1　几个引理

为了完成定理的证明 ,需要下面几个引理 。

引理 1　设 k≥2是一个给定的整数 。那么对任

意充分大的正整数 n,有

(i)如果 P(n) > n, 那么 S(ak(n)) =

SM(ak(n))=(k-1)P(n);

(ii)如果 n=mp1P(n),且 n
1
3 <p1 <P(n)≤

n,那么

S(ak(n))=SM(ak(n))=(k-1)P(n);

(iii)如果 n=mP
2
(n),且 n

1
3 <P(n)≤ n,那

么当 k>2时 ,有

S(ak(n))=SM(ak(n))=(k-2)P(n);

当 k=2时 ,

S(ak(n))=SM(ak(n))≤kn
1
3 。

证 　明 　只证明对 S(ak(n))的结论 。类似

的 ,可以推出所有结果适用于 SM(ak(n))。现在证

明(i)。设 n=p
a1
1 p
a2
2 …p

ar
r表示 n的标准分解式 ,由于

P(n)> n, 所以 P(n) = pr, ar = 1。因此 ,

S(ak(P(n)))=S(P
k-1
(n))=(k-1)P(n), 而

S(ak(p
ai
i))≤S(p

k-1
i )≤(k-1)pi≤(k-1)P(n),

i=1, 2, …, r,所以 S(ak(n))=(k-1)P(n)。即证

明了引理 1的(i)式 。

现在证明引理 1的(ii)式。事实上 ,由于 m的任

意素因子 p都满足 p<n
1
3 。而当 n=p

a
1

1 p
a
2

2 …p
a
r
r为 n

的标准分解式时 ,显然 ak(n)=p
β1
1 p

β2
2 …p

βr
r满足 βi≤

k-1, i=1, 2, … , r。于是 ,由 n
1
3 <p1 <P(n)≤ n

立刻推出 S(ak(n))=(k-1)P(n)。即为引理 1的

(ii)式。

当 n=mP
2
(n)且 n

1
3 <P(n)≤ n时 ,由于这

时 m<P(n),所以当 k>2时 , S(ak(P
2
(n)))=

S(P
k-2
(n))=(k-2)P(n),从而 S(ak(n))=(k-

2)P(n)。

当 k=2时 ,显然 ak(P
2
(n))=1, m的其他素因

子不大于 n
1
3 ,故 S(ak(n))≤S(P

k-1
(m))≤ kn

1
3 。

于是 ,完成了引理 1的证明。

引理 2　设 k≥2为给定的整数。那么对任意实

数 x≥ 3,有估计式

∑
n≤x

P(n)≤n
1
3

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
 k

2 x
4
3

lnx

及

∑
n≤x

P(n)≤n
1
3

(SM(ak(n))-(k-1)P(n))
2
 k

2 x
4
3

lnx
。

证 　明 　设 n=p
a1
1 p
a2
2 …p

ar
r为 n的标准分解

式。ak(n) = p
β
1

1 p
β
2

2 …p
β
r
r, 则 S(ak(n)) =

max
1≤i≤r
{S(p

βi
i)}。令 βp=max

1≤i≤r
{βipi},于是有S(ak(n))

≤ βp≤kp。注意当 P(n)在 n的标准分解式中的方

幂为 1时 , β =k-1, 此时有 S(ak(n))-(k-

1)P(n)=0,所以有

∑
n≤x

P(n)≤n
1
3

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
 

∑
n≤x

P(n)≤n
1
3 , P2(n) n

k
2
P

2
(n) 

∑
np2≤x

p≤x
1
3

k
2
p
2
 ∑

p≤x
1
3

p
2

∑
n≤x
p2

k
2
 k

2 x
4
3

lnx
。

同理可推出另一个估计式 。于是完成了引理 2的证

明。

引理 3　设 p为素数 , m为正整数 ,则有估计式

∑
m≤p≤ x

m

p
2
=

2x
3
2

3m
3
2 (lnx-lnm)

+

O
x
3
2

m
3
2 (ln

2 x
m
)
。

证 　明 　参阅文献 [ 6] 中引理 3的证明 。

2　定理的证明

显然 ,只需要证明定理 1,类似可推出定理 2。由

引理 1知当 P(n)> n时 , S(ak(n))=SM(ak(n))

=(k-1)P(n)。因此 ,结合引理 1及引理 2,有

∑
n≤x
(S(ak(n))-(k-1)P(n))

2
=
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∑
n≤x

P(n)> n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
+

∑
n≤x

P(n)≤ n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
=

∑
n≤x

P(n)≤ n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
=

∑
n≤x

P(n)≤n
1
3

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
+

∑
n≤x

n
1
3 <P(n)≤ n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
=

∑
n≤x

n
1
3 <P(n)≤ n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
+

O k
2
x

4
3

lnx
。 (1)

注意 ,当 n满足 n
1
3 <P(n)≤ n时 ,可分为以

下 3种情况:

(a)　n=m·P
2
(n)且 m<P(n);

(b)　n=m· p1 · P(n)且 m <n
1
3 <p1 <

P(n);

(c)　n=m·P(n)且 P(m)≤n
1
3 。

对于情形(b)和(c)中的 n,显然这些 n满足

S(ak(n))=(k-1)P(n),于是这种 n在式(1)中

产生的和式为 0,而对于情形(a)中的 n,当 k>2时

有 S(ak(n))=(k-2)P(n)。于是由式(1),有

∑
n≤x

n
1
3 <P(n)≤ n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
=

∑
mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤ mp2

(S(p
k-2
)-(k-1)p))

2
=

　　　∑
mp2≤x
p
2
=∑
m<x

1
3

　　 ∑
m2<p2≤x

m

p
2
。 (2)

对于情形(a)中的 n,当 k=2时 ,有 S(ak(n))≤

k
2
P(m)≤ k

2
· n

1
3 ,此时仍然有

∑
n≤x

n
1
3 <P(n)≤ n

(S(a2(n))-P(n))
2
=

∑
mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤ mp2

(S
2
(a2(n))-

2pS(a2(n))+p
2
)=∑

mp2≤x
p
2
+

O ∑
mp2≤x

(mp2)
1
3 <p≤ mp2

((mp
2
)

2
3 +(mp

2
)

1
3 p) =

∑
m<x

1
3

　 ∑
m2<p2≤xm

p
2
+O(x

4
3 )。 (3)

结合式(2), (3)及引理 3,并注意 x
4
3  x

3
2 p
ln

2
x
,知当 k

≥ 2时 ,有

∑
n≤x

n
1
3 <P(n)≤ n

(S(ak(n))-(k-1)P(n))
2
=

∑
m≤x

1
3

　 ∑
m2p2≤xm

p
2
+O(x

4
3 )=

∑
m≤x

1
3

2x
3
2

3m
3
2 (lnx-lnm)

+O
x
3
2

m
3
2 (ln

2 x
m
)
=

2x
3
2

3lnx∑m≤e lnx
1

m
3
2

+O ∑
e lnx≤m≤x

1
3

x
3
2

m
3
2 lnx

+

O
x

3
2

ln
2
x
=

2

3
· ζ 3

2
·
x
3
2

lnx
+O x

3
2

ln
2
x
。 (4)

由式(1)及式(4),立刻得到渐近公式

∑
n≤x
(S(ak(n))-(k-1)P(n))

2
=

2

3
· ζ 3

2
·
x
3
2

lnx
+O

x
3
2

ln
2
x
+Ok

2
x
4
3

lnx
。

于是 ,完成了定理的证明 。
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(编　辑　亢小玉)

OntheF.Smarandachefunctionandthek-powercomplements
ZHAOHong-xing1, 2

(1.SchoolofScience, NorthwesternPolytechnicalUniversity, Xi′an710072, China;2.DepartmentofMathematics, YulinCollege, Yu-

lin719000, China)

Abstract:Aim　TostudythevaluedistributionproblemofacompositefunctionS(ak(n))ofthefamousF.Sma-

randachefunctionS(n)andthek-powercomplementfunctionak(n).Methods　Usingtheelementaryandanalytic

methods.Results　AmeansquareerrortheoremisgivenforS(ak(n))andthelargestprimefactorP(n)ofn.

Conclusion　Asharperasymptoticformulaisestablished.

Keywords:F.Smarandachefunction;k-powercomplements;valuedistributiontheorem

·学术动态 ·

姚远编审被评为陕西省首届科技期刊十佳主编

由陕西省出版物审读中心组织的陕西省首届科技期刊十佳主编 、优秀编辑评选活动于 10月 23日揭晓。

本刊姚远编审被评为陕西省首届科技期刊十佳主编 ,陈镱文编辑被评为优秀编辑。这次共评选出十佳主编

7人 ,优秀主编 5人 ,优秀编辑 28名 ,优秀编务 12名 。 10月 1日至 20日首先在《今传媒》网站公示 ,在充分

征求各方意见后予以正式公布 。 12月 11日 ,在西安召开了表彰大会。

姚远编审自 1980年调入学报编辑部 ,独自一人开始主持 《西北大学学报》(自然科学版)的编辑出版工

作 ,至今已整整 27年。从内部发行到公开发行 ,从季刊到双月刊 ,从铅排到计算机排版 ,从一份名不见经传

的地方大学学报到中国高校精品科技期刊 。 《西北大学学报》(自然科学版)被确认为我国创办最早的大学

学报之一 ,亦为中国综合性科学技术类核心期刊 、科技部中国科技信息研究所选定的统计源刊 、中国科学院

中国科学引文核心数据库源刊和中国被引频次最高的 500种科技期刊之一 ,也是美 、俄 、德等国及我国 20余

种文摘期刊 、数据库固定摘转或收录的主要刊源。 1999年 , 2000年 ,中国科技信息研究所和中国科学院文献

情报中心统计的期刊影响因子 ,位居全国综合性大学学报第一名和全国综合性科技期刊第 4名。 2003年

时 ,学报被引频次仅 261次 , 2007年的最新统计已达到 1 020次 ,影响因子达到 0.591,居全国综合性大学自

然科学学报第 7名。仅清华大学中国知网公布的最新网络统计数据显示:截止 2007年 3月 , 《西北大学学

报 》(自然科学版)2006至 2007年文献在亚洲 、欧洲 、北美洲 、非洲 、大洋洲的访问量达 17万余次 ,下载频次

达 78 800余次。姚远编审在主持理科学报工作期间 ,于 1992年 ,获中共中央宣部 、国家科委 、国家新闻出版

署颁发的全国首届优秀期刊三等奖和陕西省优秀科技期刊;1995年 ,获国家教委科技司授予的全国重点高

校优秀学报一等奖;1997年 ,在第二届全国优秀期刊评比中 ,由中共中央宣传部 、国家科委 、新闻出版署评为

全国优秀科技期刊三等奖;作为第一完成人 ,于 1999年获国家教育部颁发的全国优秀学报一等奖 ,同时获陕

西省高校学报一等奖和十佳学报称号 。 2000年被国家新闻出版总署和国家科技部列入 “中国期刊方阵”(双

效期刊)。 2006年 10月 20日被教育部科技司评为首届中国高校精品科技期刊(第一完成人)。

(亢小玉)
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