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摘要：对于Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆，利用初等及组合方法研究一些特殊整数的所有不同分拆
个数的计算问题，并给出一个确切的计算公式，从而解决了 Ａｍａｒｎａｔｈ　Ｍｕｒｔｈｙ及Ｃｈａｒｌｅｓ　Ａｓｈ－
ｂａｃｈｅｒ提出的２个猜想！
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１　引言及结论

对任意正整数ｎ＞１，如果将ｎ表示成它的某些大于１的因数的乘积，则称这个乘积为ｎ的一个Ｆ．
Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆．例如，当ｎ＝４８时，有ｎ＝４８，１２·４，１２·２·２，８·６，８·３·２，６·４·２，６·２·２
·２，４·４·３，４·３·２·２，３·２·２·２·２．因此ｎ的所有不同的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆的个数为１２，记
为Ｆ（ｎ）＝１２．现在设ｎ的标准分解式为ｎ＝ｐα１１ｐα２２ｐα３３ …ｐαｋｋ ．显然根据ｎ的一个Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆
的定义，不难推出Ｆ（ｎ）只与素因数ｐｉ的指数αｉ有关，而与具体那个素数无关．即就是Ｆ（ｐα·ｑβ）＝Ｆ（ｐβ

·ｑα），其中ｐ及ｑ为２个不同的素数．因此记Ｆ（ｎ）＝Ｆ（α１α２α３…αｋ），特别当α１ ＝α２ ＝ … ＝αｋ ＝１时，
记Ｆ（１，１，…，１）＝Ｆ（１＃ｋ）．此外，如果ｎ分解成ｒ个因数的乘积，就称这个分拆的长度为ｒ．例如ｎ＝５·
３·２，则这个分拆的长度为３．一般地如果 ｐ１ｐ２ｐ３…ｐｒ 是ｎ 的一个分拆，则它的长度为ｒ．用
Ｅｘｔｅｎｔ｛Ｆ（１＃ｎ）｝表示含有ｎ个不同素因子的无平方因子数的所有不同Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆的长度
之和．例如Ｅｘｔｅｎｔ｛Ｆ（１＃２）｝＝１＋２＝３，Ｅｘｔｅｎｔ｛Ｆ（１＃３）｝＝１＋３·２＋３·１＝１０．
此时，ｎ＝ｐα１１ｐα２２ｐα３３ …ｐαｋｋ 为无平方因子数且含有ｋ 个不同的素因子．对于函数Ｆ（α１α２α３…αｋ），

Ａｍａｒｎａｔｈ　Ｍｕｒｔｈｙ及Ｃｈａｒｌｅｓ　Ａｓｈｂａｃｈｅｒ在文献［１］中进行了研究，获得了一系列重要的结论，同时也提
出了２个有趣的猜想：
猜想Ａ　Ｆ（１＃（ｎ＋１））－Ｆ（１＃ｎ）＝Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｎ））．

猜想Ｂ　Ｆ（１＃（ｎ＋１））＝∑
ｎ

ｒ＝１
Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｒ））．

本文利用初等及组合方法研究上述２个问题，并给予彻底解决．具体地说也就是证明了下面的：
定理１　 对任意正整数ｎ，有恒等式Ｆ（１＃（ｎ＋１））－Ｆ（１＃ｎ）＝Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｎ））；
显然反复使用定理１不难推出下面的：
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推论１　 对任意正整数ｎ，有恒等式Ｆ（１＃（ｎ＋１））＝∑
ｎ

ｒ＝１
Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｒ））．

对于正整数ｎ＝ｐ１２　ｐ２２　ｐ３２…ｐｎ２，是否存在Ｆ（２，２，…，２）＝Ｆ（２＃ｎ）的一个计算公式是一个没有解
决的公开问题，有待于进一步研究．

２　 定理的证明

２．１　 定理１的证明
利用初等方法、组合方法直接给出定理１的证明．文中所使用的初等数论知识以及组合方法均可以在

文献［２－４］中找到，其他有关Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ数列、问题及猜想可参见文献［５－９］，这里不再一一重复．
对于２个正整数Ｎ＝ｐ１ｐ２ｐ３…ｐｎ及Ｎ１＝ｐ１ｐ２ｐ３…ｐｎｐｎ＋１．考虑它们所有Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆．

将Ｎ的所有Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆集合按照它们的长度进行分类：Ｉｉ表示Ｎ 的所有Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因
子分拆集合中长度为ｉ的所有元素的集合，１≤ｉ≤ｎ．设｜Ｉｉ｜表示集合Ｉｉ中所包含元素的个数，则显然有
恒等式

Ｆ（１＃ｎ）＝｜Ｉ１｜＋｜Ｉ２｜＋…＋｜Ｉｎ｜＝∑
ｎ

ｉ＝１
｜Ｉｉ｜． （１）

例如当Ｎ ＝３０时，有Ｉ１＝ ｛３０｝，Ｉ２＝ ｛１５·２，１０·３，６·５｝，Ｉ３＝ ｛５·３·２｝．所以有Ｆ（１＃３）＝１＋３
＋１＝５，Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃３））＝１＋２＋２＋２＋３＝１０．现在对Ｎ的任意一个长度为ｉ的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因
子分拆子集Ｉｉ，用ｐｎ＋１及Ｉｉ通过下列方式构造Ｎ１的２个Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆子集：Ｎ＝ｄ１ｄ２…ｄｉ
∈Ｉｉ，用ｐｎ＋１分别乘以ｄ１，ｄ２，…，ｄｉ得到Ｎ１ 的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆集合中的ｉ个元素

Ｎ１ ＝ （ｐｎ＋１ｄ１）·ｄ２…ｄｉ，Ｎ１ ＝ｄ１·（ｐｎ＋１ｄ２）ｄ３…ｄｉ，Ｎ１ ＝ｄ１·ｄ２…ｄｉ－１·（ｐｎ＋１ｄｉ）．
同样还可以构造Ｎ１因子分拆集合中另一个元素Ｎ１＝ｄ１ｄ２…ｄｉｐｎ＋１．这样以来，由Ｉ１Ｉ２，…，Ｉｎ及ｐｎ＋１可以
构造出Ｎ１的所有Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆元素．例如Ｎ＝６，Ｎ１＝３０，则Ｎ的因子分拆中Ｉ１＝｛６｝，Ｉ２
＝ ｛３·２｝．现在利用这个Ｉ１，Ｉ２ 及素数５构造Ｎ１ ＝３０的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆：用５乘以Ｉ１ 中的每
一个元素获得一个集合Ｉ′１ ＝ ｛３０｝；然后利用５和Ｉ１中的每一个元素对接起来形成另一个集合Ｉ″１＝ ｛６
·５｝．再利用５乘以Ｉ２中的每一个元素获得一个集合Ｉ′２ ＝ ｛１０·３，１５·２｝；然后利用５和Ｉ２中的每一个
元素对接起来形成另一个集合Ｉ″２＝｛５·３·２｝．于是由这几个集合中包含的元素的个数以及构造方法立
刻推出

Ｆ（１＃３）＝｜Ｉ１｜＋１×｜Ｉ１｜＋｜Ｉ２｜＋２×｜Ｉ２｜＝Ｆ（１＃２）＋Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃２））． （２）
或者

Ｆ（１＃３）－Ｆ（１＃２）＝Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃２））， （３）
如果Ｎ ＝３０，Ｎ１ ＝２１０．则Ｉ１＝｛３０｝，Ｉ２＝｛１５·２，１０·３，６·５｝，Ｉ３＝｛５·３·２｝．现在利用Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３
及素数７构造Ｎ１ ＝２１０的Ｆ．Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅ因子分拆：用７乘以Ｉ１ 中的每一个元素获得一个集合Ｉ′１ ＝
｛２１０｝；然后利用７和Ｉ１中的每一个元素对接起来形成另一个集合Ｉ″１＝｛３０·７｝．再利用７乘以Ｉ２中的每
一个元素获得一个集合Ｉ′２ ＝ ｛１０５·２，１５·１４，２１·１０，３５·６，４２·５，７０·３｝；然后利用７和Ｉ２ 中的每一
个元素对接起来形成另一个集合Ｉ″２ ＝ ｛１５·７·２，１０·７·３，７·６·５｝．用７乘以Ｉ３ 中的每一个元素，得
Ｉ′３ ＝ ｛３５·３·２，２１·５·２，１４·５·３｝，然后利用７和Ｉ３中的每一个元素对接起来形成另一个集合Ｉ″３ ＝
｛７·５·３·２｝．于是

Ｆ（１＃４）＝｜Ｉ１｜＋１×｜Ｉ１｜＋｜Ｉ２｜＋２×｜Ｉ２｜＋｜Ｉ３｜＋３×｜Ｉ３｜＝
Ｆ（１＃３）＋Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃３））． （４）

或者

Ｆ（１＃４）－Ｆ（１＃３）＝Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃３））． （５）
对于一般的无平方因子数整数Ｎ＝ｐ１ｐ２ｐ３…ｐｎ及Ｎ１＝ｐ１ｐ２ｐ３…ｐｎｐｎ＋１，利用上述构造方法并结合

式（１）有计算公式

Ｆ（１＃（ｎ＋１））＝｜Ｉ１｜＋１×｜Ｉ１｜＋｜Ｉ２｜＋２×｜Ｉ２｜＋…＋｜Ｉｎ｜＋ｎ×｜Ｉｎ｜＝

∑
ｎ

ｉ＝１
｜Ｉｉ｜＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｉ×｜Ｉｉ｜＝Ｆ（１＃ｎ）＋Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｎ））． （６）
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或者恒等式

Ｆ（１＃（ｎ＋１））－Ｆ（１＃ｎ）＝Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｎ））． （７）
于是完成了定理１的证明．
２．２　 推论１的证明
现在假定Ｆ（１＃０）＝０，于是对任意正整数ｒ≥１，应用定理１有

Ｆ（１＃（ｒ＋１））－Ｆ（１＃ｒ）＝Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｒ））， （８）
对此式ｒ求和可得

∑
ｎ

ｒ＝０

［Ｆ（１＃（ｒ＋１））－Ｆ（１＃ｒ）］＝∑
ｎ

ｒ＝０
Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｒ））， （９）

简化后可得

Ｆ（１＃（ｎ＋１））＝∑
ｎ

ｒ＝１
Ｅｘｔｅｎｔ（Ｆ（１＃ｒ））。

于是完成了推论１的证明．
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